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o n  t h e  % e n s  a t  c o o r d i n a t e s  ( x , y )  e m e r g e s  a t  t h e  s a m e  c o o r d i n a t e s ,  

P r o p e r t i e s  o f  t h e  t h i n  l e n s  may b e  d e r i v e d  f r o m  e i t h e r  w a v e  o p t i c s  

o r  f r o m  g e o m e t r i c a l  t r a c i n g .  F o r  p u r e l y  i l l u s t r a t i v e  p u r p o s e s ,  

a c o m b i n a t i o n  o f  t h e s e  m o d e l s  i s  e m p l o y e d  h e r e  t o  d e s c r i b e  t h i n  

l e n s  o p e r a t i o n s  w i t h  a L t e n t i o n  r e s t r i c t e d  t o  t h e  d o u b l e  c o n v e x  

t h i n  l e n s ,  

A)  C l a s s i c a l  R a y  T r a c i n g  

By f a r  t h e  m o s t  i m p o r t a n t  l e n s  p a r a m e t e r  i s  t h e  f o c a l  l e n g t h ,  

F o r  t h e  d o u b l e  c o n v e x  L e n s ,  c o m p r i s e d  o f  t w o  a d j o i n e d  s p h e r e  

s l i c e s  ( F i g ,  l a ) ,  t h e  f o c a l  l e n g t h  i s  d e f i n e d  a s  (1)  

d 

w h e r e  n  i s  t h e  h o m o g e n e o u s  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  o f  t h e  l e n s  

m e d i a ,  a n d  R l  a n d  R 2  a r e  t h e  s p h e r e s - r a d i i ,  w h i c h  a r e  p o s i t i v e ,  





The  l e n s  a x i s  i s  t h e  l i n e  d e f i n e d  b y  j o i n i n g  t h e  " s p h e r e s "  

c e n t e r s ,  

The  p r o p e r t i e s  o f  t h e  t h i n  l e n s  may b e  i l l u s t r a t e d  t h r o u g h  

r a y  t r a c i n g  t e c h n i q u e s ,  

E l  T h e  R a y  

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  l e n s '  e f f e c t  o n  i n c i d e n t  w a v e f o r m s  

we now i n t r o d u c e  a n d  d i s c u s s  t h e  c o n c e p t  o f  t h e  o p t i c a l  r a y ,  

The e l e c L r s m a g n e t i c  t h e o r y  p r e s e n t e d  b y  M a x w e l l  p r e d i c t s  t h e  p r e -  

s e n c e  o f  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  v e c t o r  f i e l d s  i n  l i g h t  w a v e s ,  

I n  1 8 9 8 ,  W e i n e r  e x p e r i m e n t a l l y  c o n f i r m e d  t h e  e l e c t r i c  f i e l d ' s  

n e a r l y  c o m p l e t e  d o m i n a n c e  o v e r  t h e  m a g n e t i c  f i e l d  i n  t h e  f o r m a t i o n  

o f  p h o t o g r a p h s ,  T h i s  h i e r a r c h y  h o l d s  t r u e  n o t  o n l y  f o r  p h o t o -  

g r a p h i c  e m u l s i o n ,  b u t  f o r  a l l  p h o t o s e n s i t i v e  m e d i a  i n  w h i c h  h o l o -  

g r a m s  h a v e  b e e n  f o r m e d ( 2 ) .  I n  d i f f r a c t i o n  a n a l y s i s ,  t h e  e l e c t r i c  

a n d  m a g n e t i c  f i e l d s  may a l s o  b e  t r e a t e d  s e p a r a t e x y  u n d e r  t h e  e o n d i -  

t i s n  t h a t  t h e  d i f f r a c t i n g  a p e r t u r e  i s  l a r g e  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  

w a v e l e n g t h  o f  t h e  i l l u m i n a t i n g  l i g h t ,  U n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  

a t t e n t i o n  may b e  r e s t r i c t e d  t o  t h e  e l e c t r i c  f i e l d  c o m p o n e n t  o f  

t h e  e l e c t r o m a g n e t i c  w a v e ,  

M a x w e l l "  e q u a t i o n s  r e l a t e  t h e  s p a c e  a n d  t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  

t h e  e l e c t r i c  f i e l d  ? ( x . y , z ,  t )  f o r  p r o p a g a t i o n  i n  f r e e  s p a c e  4 3 1 

M 
w h e r e  c  = 3 x 108 

P 
i s  t h e  s p e e d  o f  l i g h t  i n  f r e e  s p a c e  a n d  , 

t h e  L a p a c i a n  o p e r a t o r ,  i s  g i v e n  a s  



A scalar solution to fP-2) f a r  the case o f  monoehromatie (single- 

wavelength) light is ( 4 5  

where is the light's wavelength. and Afx.y,z) is the complex 

amplitude or phasor describing both the phase and ampliLude 

of the wave, Since the phase term in (1-41 is contained in 

most mathematical manipulations in the study o f  monochromatic 

wavefronts, we focus attention on 

where a(x, y,z) and @(x, y,  z ?  are respectively the magnitude and 

phase of A ( x , y , z ) ,  

A wavefront, or equiphase surface, is defined as the 

closed three-dimensional surface a t  time to f o r  which 

+ ( X . V , H ) +  #U ( 1 - 6 )  

where $3, is constantf5'. After passage of a short time 6% 
the same e q u b h a s e  surface may be described by 

+ ( X . Y . ~ ) =  d a *  b(P tl-71 

The point to p o i n t  correlation of these wavefronts is estab- 

lished by "rays'bas illustrated in Fig, 2, The ray also gives 

the direction of energy flow in the electric field, 

In homogeneous isotropic materials, such as glass and air, 

rays are perpendicular to the described equiphase surfaces and 

may be thought o f  as incremental planar wavefronts, C o n s i d e r ,  

for example, F i g ,  3a, i n  which a psint source gives rise to 

spherical wavefronts a t  times to and to + 6 t. The eorrespond- 





i n g  r a y  r e p r e s e n t a t i o n  g i v e n  i n  F i g ,  3 b ,  c o n s i s t s  o f  a  f a m i l y  

o f  r a y s  d i v e r g i n g  f r o m  t h e  p o i n t  s o u r c e ,  E a c h  r a y  i s  o b v i o u s l y  

n o r m a l  t o  a l l  o f  t h e  s p h e r i c a l  w a v e f r o n t s  g e n e r a t e d  b y  t h e  p o i n t  

s o u r c e ,  

T h e  o p t i c a l  r a y  p r o v e s  t o  b e  a n  i n t u i t i v e l y  g r a t i f y i n g  t o o l  

i n  a n a l y s i s  o f  e l e c t r o m a g n e t i c  p r o p a g a t i o n  i n  h o m o g e n e o u s  i s o -  

t r o p i c  m e d i a ,  a n d  i s  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  i n  a n a l y s i s  o f  o p t i c a l  

p r o p e r t i e s  o f  t h e  t h i n  l e n s ,  

2 )  R a y  T r a c i n g  L a w s  ( 6  1 

C l a s s i c a l  r a y  t r a c i n g  i s  a f a m i l i a r  t o p i c  i n  e l e m e n t a r y  

o p t i c s  f o r  t h e  e a s e  o f  t h e  t h i n  l e n s .  W i t h  r e f e r e n c e  t o  F i g ,  4 ,  

t h e  r a y  t r a c i n g  l a w s  f o r  t h e  d o u b l e  c o n v e x  t h i n  l e n s  a r e  a s  

f o l l o w s  : 

a )  r a y s  p r o p a g a t i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  l e n s  a x i s  a r e  b e n t  
b y  t h e  % e n s  t o  p a s s  t h r o u g h  t h e  b a c k  f o c a l  p o i n t ,  

b )  r a y s  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  f r o n t  f o c a l  p o i n t  e m e r g e  
g a r a l l e l  t o  t h e  l e n s  a x i s ,  

c )  r a y s  i n c i d e n t  o n  t h e  l e n s  a t  t h e  l e n s  a x i s  r e m a i n  u n b e n t ,  

We now v e n t u r e  t o  i l l u s t r a t e  t h e  m a g n i f i c a t i o n  a n d  F o u r i e r  

t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  t h i n  l e n s  e m p l o y i n g  t h e s e  r a y  

t r a c i n g  l a w s ,  





B )  M a g n i f  i c a t i o n  

P r i o r  t o  t h e  a d v e n t  o f  t h e  l a s e r ,  t h e  l e n s  w a s  u s e d  

p r i m a r i l y  f o r  m a g n i f i c a t i o n ,  A f o u n d a t i o n  f o r  m a g n i f i c a t i o n  

t h e o r y  i s  now o f f e r e d  f o l l o w e d  b y  a n a l y s i s  o f  a  s i m p l e  o n e  l e n s  

m a g n i f i e r ,  

I n  t h e  1 7 t h  c e n t u r y ,  C h r i s t i a n  A u y g e n s  f o r m u l a t e d  w h a t  j s  

p r e s e n t l y  c a l l e d  t h e  H u y g e n s - F r e s n e l  ~ r i n c i p l e ' " .  H u y g e n s  

r e a s o n e d  t h a t  e a c h  e l e m e n t  s f  a  w a v e f r o n t  c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  

a  s e c o n d a r y  s o u r c e  a n d  t h a t  t h e  w a v e f r o n t  a t  a n y  l a t e r  i n s t a n t  

c a n  b e  f o u n d  b y  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  s p h e r i c a l  

w a v e l e t s , ( F i g .  5). A l t h o u g h  n o t  r i g o r o u s  i n  c o n c e p t ,  a p p l i c a t i o n  

o f  t h e  A u y g e n s - F r e s n e l  P r i n c i p l e  h a s  p r e d i c t e d  r e s u l t s  t h a t  a g r e e  

a m a z i n g l y  w e l l  w i t h  e x p e r i m e n t ,  

C o n s i d e r  t h e n  F i g ,  6 i n  w h i c h  a  t w o  d i m e n s i o n a l  t r a n s m i t -  

t a n c e  f u n c t i o n  $ ( x . y l  i s  i l l u m i n a t e d  b y  a  n o r m a l  u n i t  a p l i t u d e  

p l a n e  w a v e  ( i , e , ,  a  w a v e f r o n t  c o n s i s t i n g  o f  p l a n a r  e q u i p h a s e  

s u r f a c e s  p r o p a g a t i n g  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  x -y  p l a n e , )  T h e  

B u y g e n s - F r e s n e l  P r i n c i p l e  d i c t a t e s  e h a  t e a c h  p o i n t  o n  t h e  t r a n s -  

m i t t a n c e  a c t s  a s  a  s e c o n d a r y  p o i n t  s o u r c e ,  T h a t  i s  

w h e r e  & ( x . y ) ,  t h e  D i r a c  D e l t a ,  r e p r e s e n t s  a  p o i n t  s o u r c e  a n d  

may h e  d e f i n e d e a s  







E q u a t i o n  (1-81?  t e r m e d  t h e  s i f t i n g  p r o p e r t y  o f  t h e  D i r a c  

D e l t a ,  i s  t h e  m a t h e m a t i c a l  s t a t e m e n t  o f  t h e  K u y g e n s - F r e s n e l  

P r i n c i p l e  f o r  t h e  c a s e  a t  h a n d ,  T h e  t r a n s m i t t a n c e  i s  e x p r e s s e d  

a s  a  s u p e r p o s i t i o n  o f  s e c o n d a r y  p o i n t  s o u r c e s  l o c a t e d  a t  

c o o r d i n a t e s  ( f  ,R) a n d  w e i g h t e d  b y  g (f ,%), 

S u p p o s e  t h e  c o n f i g u r a t i o n  i n  F i g ,  6 i s  p l a c e d  a  d i s t a n c e  

d ,  i n  f r o n t  o f  a  t h i n  l e n s ,  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  a t t e n -  

t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  o n e  d i m e n s i o n ,  

C o n s i d e r  f i r s t ,  t h e  c a s e  w h e r e  d o ) f  a s  i l l u s t r a t e d  i . n  

F i g .  7 a .  T h e  p o i n t  a t  x = <  o n  t h e  t r a n s m i t t a n c e  may b e  t h o u g h t  

o f  a s  a  s e c o n d a r y  p o i n t  s o u r c e  g i v e n  a s  

F r o m  t h e  r e s u l t i n g  s p h e r i c a l  w a v e l e t ,  r a y s  a r e  c h o s e n  w h i c h  

a p p l y  d i r e c t l y  t o  t h e  r a y  t r a c i n g  l a w s .  W i t h  r e f e r e n c e  t o  F i g ,  7 a :  

a )  T h e  r a y  c o m p o n e n t  p r o p a g a t i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  l e n s  
a x i s  i s  b e n t  Lo p a s s  t h r o u g h  t h e  b a c k  f o c a l  p o i n t ,  

b )  T h e  r a y  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  f r o n t  f o c a l  p o i n t  
e m e r g e s  f r o m  t h e  l e n s  p a r a l l e l  t o  t h e  l e n s  a x i s ,  

c )  T h e  r a y  i n c i d e n t  o n  t h e  $ e n s  a t  t h e  l e n s  a x i s  
r e m a  i n s  u n b e n t ,  

F r o m  t h e  r e s u l t i n g  g e o m e t r y ,  e a c h  o f  t h e s e  r a y s  i s  s e e n  t o  

i n t e r s e c t  a t  a  d i s t a n c e  di t o  t h e  r i g h t  o f  t h e  l e n s  a n d  d i s t a n c e  

M <  b e l o w  t h e  l e n s  a x i s ,  w h e r e  M ,  t h e  m a g n i f i c a t i o n ,  i s  t h e  ra"i io 

o f  t h e  d i s p l a c e m e n t  f r o m  t h e  l e n s  a x i s  o f  t h e s e  i n t e r s e c t i n g  r a y s  

a n d  t h e  d i s p l a c e m e n t  f r o m  t h e  l e n s  a x i s  t o  t h e  s e c o n d a r y  s o u r c e  

o n  t h e  t r a n s m i t t a n c e ,  I f  t h e  i n t e r s e c t i n g  r a y s  a r e  e x t e n d e d  

F o r  a  w e a l t h  o f  l i m i t  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  D i r a c  D e l t a ,  s e e  
~ o o d m a n ( ~ ) ,  





b e y o n d  t h e i r  p o i n t  o f  i n t e r s e c t i o n ,  t h e y  w i l l  a p p e a r  t o  b e  d i v e r g -  

i n g  f r o m  a  common p o i n t ,  c o n s t i t u t i n g  t h e  r a y  r e p r e s e n t a t i o n  o f  

a  p o i n t  s o u r c e  ( F i g ,  3 ) ,  F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  r a y  i n t e r s e c t i o n  

p o i n t  may  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  s e c o n d a r y  p o i n t  s o u r c e  g i v e n  a s  

M a g n i f i c a t i o n  may t h u s  b e  v i e w e d  a s  a  m a p p i n g  o f  s e c o n d a r y  

s o u r c e s ,  From ( 1 - l O )  a n d  f l - 1 1 )  we w r i t e  

1 d e n o t e s  t h e  m a p p i n g  o p e r a t i o n ,  To d e t e r m i n e  t h e  

e f f e c t s  o f  t h e  e n t i r e  t r a n s m i t t a n c e  we n e e d  t o  m e r e l y  s u m  t h e  e f -  

f e c t s  o f  a l l  t h e  s e c o n d a r y  s o u r c e s  o n  t h e  t r a n s m i t t a n c e ,  T h a t  

i s  

F r o m  a  o n e  d i m e n s i o n a l  e q u i v a l e n t  o f  t h e  D i r a c  D e l t a  s i f L i n g  

p r o p e r t y  g i v e n  i n  ( 1 - 8 )  i t  f o l l o w s  t h a t  

w h e r e  ~ ( x )  r e p r e s e n t s  t h e  s e c o n d a r y  s o u r c e  d i s t r i b u t i o n  

r e s u l t i n g  f r o m  t h e  m a p p i n g ,  To e v a l u a t e  t h e  i n t e g r a l  i n  ( 1 - 1 3 1 ,  

we m u s t  f i r s t  r e c o g n i z e  t w o  i d e n t i t i e s  o f  t h e  D i r a c  D e l t a :  

( 1 - 1 4 )  

a  nd 



T h u s  

o r  e q u i v a l e n t l y ,  f r o m  (L-8) 

T h e  f i n a l  m a p p i n g  r e l a t i o n s h i p  i s  t h e n  e x p r e s s e d  a s  

T h i s  e x p r e s s i o n  i s  t h e  m a t h e m a t i c a l  s t a t e m e n t  o f  t h e  o p e r a -  

t i o n  o f  m a g n i f i c a t i o n .  T h e  i n p u t  f u n c t i o n ,  g ( X I ,  i s  " s q u a s h e d  

d o w n "  i n  a m p l i t u d e  a n d  " s p r e a d  o u t "  i n  s p a c e  b y  a  f a c t o r  o f  M e  

T h e  a b o v e  c o n s i d e r a t i o n s  a r e  f o r  d o )  f ,  N e a r l y  i d e n t i c a l  

r e s u l t s  c o m e  f r o m  a  s i m i l a r  a n a l y s i s  o f  t h e  e a s e  w h e r e  d o Q f  

w i t h  t h e  f o l l o w i n g  d i f f e r e n c e s :  ( c o m p a r e  F i g s ,  7 a  a n d  T b ?  

% I  F o r  d o < f ,  t h e  e x t e n d e d  r a y s  i n t e r s e c t  b e h i n d  t h e  

l e n s ,  c o n s t i t u t i n g  a  v i r t u a l  i m a g e ,  F o r  d o > f ,  t h e  

i m a g e  i s  r e a l  a n d  may b e  a c t u a l l y  i m a g e d  o n  a  s c r e e n ,  

2 )  F o r  d o <  f ,  t h e  i m a g e  i s  e r e c t ,  T h e  m a g n i f i c a t i o n ,  M ,  
i s  t h u s  p o s i t i v e ,  T h e  i n v e r t e d  i m a g e  r e s u l t i n g  w h e n  
d o )  P y i e l d s  a  n e g a t i v e  v a l u e  f o r  NI, 

F r o m  t h e  g e o m e t r y  o f  b o t h  F i g s ,  7a  a n d  7 b ,  o n e  may d e r i v e  

t h e  f o l l o w i n g  g e n e r a l  s y s t e m  p a r a m e t e r  r e l a t i o n s h i p s  : 

M. - d ; / d o  

a n d  



w h e r e  d o ,  t h e  o b j e c t  d i s t a n c e ,  i s  a l w a y s  p o s i t i v e  w h e n  l o c a t e d  

t o  t h e  l e f t  o f  t h e  l e n s  a n d  

T h e s e  e x p r e s s i o n s  may  b e  e m p l o y e d  t o  f i n d  t h e  o r i e n t a t i o n ,  

m a g n i t u d e , m a g n i f i c a t i o n ,  a n d  l o c a t i o n  o f  a n  i m a g e  g i v e n  o n l y  

t h e  f o c a l  l e n g t h  a n d  o b j e c t  d i s t a n c e  o f  t h e  m a g n i f i e r ,  

T h e  r a y  t r a c i n g  a n a l y s i s  o f  t h e  s i m p l e  o n e  l e n s  m a g n i f i e r  

p r e d i c t s  i m a g e  f o r m a t i o n  f o r  a l l  d  f f ,  We now i l l u s t r a t e ,  

t h r o u g h  s i m i l a r  r a y  t r a c i n g  t e c h n i q u e s ,  t h e  e f f e c t  o f  e q u a t i n g  

t h e  o b j e c t  d i s t a n c e  a n d  f o c a l  l e n g t h .  

C )  F o u r i e r  T r a n s f o r m i n g  P r o p e r t i e s  o f  t h e  L e n s  

When a  t r a n s m i t t a n c e ,  g ( x . y )  i s  p l a c e d  i n  t h e  f r o n t  f o c a l  

p l a n e ' :  o f  a  d o u b l e  c o n v e x  t h i n  l e n s  a n d  i l l u m i n a t e d  w i t h  a  n o r m a l  

m o n o c h r o m a t i c  p l a n e  w a v e ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  l e n s '  b a c k  

f o c a l  p l a n e "  u n d e r  c e r t a i n  c o n d i t i o n s ,  i s  p r o p o r t i o n a l  Lo t h e  

F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  $ ( x . y ) .  T h i s  o p e r a t i o n  may b e  i l l u s t r a t e d  

t h r o u g h  r a y  t r a c i n g  t e c h n i q u e s ,  

C o n s i d e r  t h e  g e o m e t r y  p r e s e n t e d  i n  F i g ,  8 ,  w h e r e  a  p o i n t  

s o u r c e  i s  p l a c e d  a t  ( x , z )  = ( f , -  f )  o n  t h e  f r o n t  f o c a l  p l a ~ e  o f  

a  d o u b l e  c o n v e x  t h i n  l e n s .  A p p l i c a t i o n  o f  t h e  r a y  t r a c i n g  l a w s  

s t a t e s  t h a t  t h e  r a y  p r o p a g a t i n g  p a r a l l e l  t o  t h e  l e n s  a x i s  i s  b e n t  

t o  p a s s  t h r o u g h  ( x , z )  = ( O , f )  a n d  t h e  r a y  t r a v e l i n g  t h r o u g h  t h e  

'$ T h e  f r o n t  a n d  b a c k  f o c a l  p l a n e s  a r e  d e f i n e d  r e s p e c t i v e l y  
a s  t h e  p l a n e s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  l e n s  a x i s  a t  a  f o c a l  d i s -  
t a n c e  i n  f r o n t  o f  a n d  b e h i n d  a l e n s .  





l e n s  a t  t h e  l e n s  a x i s  r e m a i n s  u n b e n d ,  B o t h  o f  t h e s e  r a y s  

l i e  a t  a n  a n g l e  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  z a x i s ,  T h u s  t h e s e  r a y s  a r e  p a r a l l e l ,  

N o t e  t h a t  t h e  t h i r d  r a y  o f  p o s s i b l e  i n t e r e s t  i s  p r o p a g a t i n g  i n  

t h e  n e g a t i v e  x d i r e c t i o n ,  a n d  c o n s e q u e n t l y  n e v e r  i n c i d e n t  o n  

t h e  l e n s ,  I t  i s  t r u e ,  h o w e v e r ,  t h a t  e a c h  r a g  i n c i d e n t  o n  t h e  

l e n s  e m e r g e s  a t  a n  a n g l e  o f  8, w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  B e n s  a x i s .  

T h e  r e s u l t  i s  t h e n  a  p l a n e  w a v e ,  

C o n s i d e r  F i g ,  9 i n  w h i c h  t h e  a b o v e  a r g u m e n t  i s  e x t e n d e d  

i n t o  t h r e e  d i m e n s i o n s ,  A p o i n t  s o u r c e  a t  ( x , y , z )  = ( <,?I, - f >  

i s  c o l l i m a t e d  i n t o  a  p l a n e  w a v e ,  w h o s e  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  i s  

u n i q u e l y  s p e c i f i e d  b y  d i r e c t i o n  c o s i n e s  

g =  c a s  8 x =  * f i r  

& = c o s  8 = -"51./p 
QT 

# =  c o s  8, = $ I $  

w h e r e  

a n d  8,, Q p P  a n d  8, a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  a n g l e s  m a d e  b y  t h e  

r a y  w i t h  t h e  x , y ,  a n d  z a x e s ,  N o t e ,  t h a t  b y  d e f i n i t i o n ,  

T h e  e x p r e s s i o n  f o r  a  u n i t  a m p l i t u d e  m o n o c h r o m a t i c  p l a n e  

w a v e  p r o p a g a t i n g  w i t h  d i r e c t i o n  c o s i n e s  H ,  $ , a n d  8 i s  g i v e n  b y  





where represents wavelength. The validity of the interpre- 

tation of (1-261 is obvious when one equates the phase exponent 

to a constant 8,. The resulting expression is 

This relationship describes a family of parallel equiphase 

planar w a v e f r s ~ t s  in space. From the previous discussion of 

equ phase surfaces, equation (1-26) is thus seen to be repre- 

sentative of a plane wave and is furthermore a solution to the 

t so> 
wave equation f i 1 - 2 ) .  (I-lfi 

Substitution of the direction cosine relationships [tl-23)% 

into the plane wave expression [(l-26d gives 

- 
A ( x , Y , E ) =  e ( c ; x + n ~ -  St) 

Attention is now restricted to the case where 

n<<E f < < E  3 

so that 

Equation (1-281 then becomes 



T h e  c o n s e q u e n c e s  o f  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  a r e  t o  b e  d i s c u s s e d  

s h o r t l y ,  

I f  a t t e n t i o n  i s  f u r t h e r  r e s t r i c t e d  t o  t h e  b a c k  f o c a l  p l a n e  

o f  t h e  l e n s ,  we  h a v e  

w h e r e  

i s  a  c o n s t a n t  p h a s e  t e rm,  

E q u a t i o n  ( 1 - 3 2 )  g i v e s  t h e  f i e l d  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  b a c k  

f o c a l  p l a n e  o f  a  d o u b l e  c o n v e x  t h i n  l e n s  r e s u l t i n g  f r o m  a  p o i n t  

s o u r c e .  & ( ~ - 5 , Y - n )  . l o c a t e d  o n  t h e  f r o n t  f o c a l  p l a n e .  As 

w i t h  t h e  m a g n i f i e r ,  we h a v e  a  m a p p i n g :  

T h i s  r e l a t i o n s h i p  may  b e  g e n e r a l i z e d  e m p l o y i n g  t h e  H u y g e n s -  

F r e s n e l  P r i n c i p l e  o f  m o d e l i n g  a  t r a n s m i t t a n c e  a s  a  c o n t i n u u m  o f  

s e c o n d a r y  s o u r c e s  w h e n  i l l u m i n a t e d  b y  a  n o r m a l  p l a n e  w a v e  k l - 8 ) ] .  

I t  f a l l o w s  t h a t  w h e n  t h e  t r a n s m i t t a n c e ,  g ( x . y ) ,  i s  p l a c e d  o n  t h e  

f r o n t  f o c a l  p l a n e ,  t h e  m a p p i n g  b e c o m e s  



T h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  G o ( x , y )  b e c o m e s  m o r e  a p p a r e n t  w i t h  t h e  

v a r i a b l e  s u b s t i t u t i o n s  

s o  t h a t  

G a  c x . v )  

g(qth) e - ~ ~ ~ ( F E , + R S , )  
s A @  d f  d & ( l - 3 7 )  

O u t s i d e  o f  t h e  p r o p o r t i o n a l i t y  c o n s t a n t ,  A*,  t h i s  e x p r e s s i o n  

i s  r e c o g n i z e d  a s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  g ( x . y ) :  

I n  t h e  m o r e  f a m i l i a r  o n e  d i m e n s i o n a l  c a s e ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  

o f  % ( t )  i s  g i v e n  a s  

O p t i c a l l y ,  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m ,  C ( f x , f  1 ,  a p p e a r i n g  i n  
Y 

t h e  b a c k  f o c a l  p l a n e  o f  a  d o u b l e  c o n v e x  t h i n  P e n s ,  i s  s e e n  t o  

b e  a  s u p e r p o s i t i o n  o f  p l a n a r  w a v e l e t s ,  e a c h  o r i g i n a t i n g  f r o m  a 

s e c o n d a r y  p o i n t  s o u r c e  o n  t h e  t r a n s m i t t a n c e  g ( x . y )  p l a c e d  a t  

t h e  f r o n t  f o c a l  p l a n e ,  O n e  o f  t h e  m o s t  r e m a r k a b l e  a n d  u s e f u l  

p r o p e r t i e s  o f  a  c o n v e r g i n g  l e n s  i s  i t s  i n h e r e n t  a b i l i t y  t o  p e r -  

f o r m  t w o - d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n s ,  



Sn d e r i v a t i o n  of  t h i s  l e n s  opera.tfon, t h e  equat ing o f  r and. t h e  

f o c a l  l eng th  [(?-70fl i s  a m t h e r  m d i c a l  anprorimat.ion due t o  t h e  

l a r c o  va lue  of 6 wl~ich 5.5 on the  urdor o f  10 ~ e e i p r o c a l  met~:,trs for 

%FIE? case o f  ~ i ~ i b l b  l5.g-h-L. The s s ~ p r o x i m t i o n  e r r o r ,  m n r l t d i ~ ?  i ed  by 

t h i s  Large number, r e s u l t s  i n  possib3.e e ~ * r o r s  i r ?  excess  of 2 r ad i ans ,  

The f i n a l  Fourier  t ransform r e l a t i o n s h i p ,  how eve^, i s  i n  e x c e l l e n t  

agreement 1 ~ 6 t h  t h e  more r igorous  wave o p t i c s  d e r i v a t i o n  of fered  by 

The f i e ld .  a s  viewed perpendicular  t o  t h e  s a x i s  i n  Fig, 6 a t  a 

d i s t ance  f a r  exet:ecling t h e  dimensional ext,end of t h e  t r a ~ s ~ i t t a  n c e  

i s  termed the Ear f i e l d ,  The f n r  f i e l d  ;nay a l s o  he shown t o  be propu~.- .  

Lional  t o  t k e  Four ie r  t r ~ n s f o r m  of t h e  t ransmi t tance  under a condi t ion  

t i t l e d  t h e  Fraunhofer ~ p p r o x i m a t i o n ( l l ) ,  Tho71c.h not  r l irectly analogous 

Lo (1-30) thris approxia? t ion  a l s o  d e a l s  ~ i t t  qn a l t e r n a t e  expression 

f o r  r and consequently y i e l d s  si.~~i"lar. e r r o r ,  

The i ~ p o r t s n c e  of t h i s  s s c t i o n  i s . i l l u s t r a t i o n  of t h e  reaarkable  

capac i ty  of t h e  thin l e n s  t o  acrforrn Four-ier. t r n n s f o r m t i o n s ,  This  

opera t ion  bas proved a u s e f u l  t o o l  i n  c p t i c s  and 50x3s proninent  s t a t u s  

i n  this t h e s i s ,  





I11 H o l o g r a p h y  

I n  o r d e r  t o  f a i t h f u l l y  m i m i c  a  s y s t e m "  r e s p o n s e ,  i n p u t -  

o u t p u t  a m p l i t u d e  a n d  p h a s e  r e l a t i o n s h i p s  o f  t h e  s y s t e m  n e e d  t o  

b e  k n o w n .  H o l o g r a p h y ,  o r  w a v e f r o n k  r e c o n s t r u c t i o n ,  l e n d s  i t -  

s e l f  n i c e l y  t o  f u l f i l l i n g  t h e s e  n e e d s .  

A )  A G e n e r a l  V i e w  o f  H o l o g r a p h y  ( 1 2 1  

T h e  w a v e f r o n t  r e c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s  c o n s i s t s  o f  a  r e c o r d -  

i n g  a n d  a  r e c o n s t r u c t i o n  o p e r a t i o n ,  F i r s t  Lo b e  e x a m i n e d  i s  

t h e  r e c o r d i n g  p r o c e s s ,  

C o n s i d e r  t w o  w a v e f r o n t s  i n c i d e n t  o n  a  p h o t o s e n s i t i v e  

m e d i u m  ( F i g .  101,  The w a v e  U o ( x , y )  i s  h e r e  r e f e r r e d  Lo a s  t h e  

o b j e c t  w a v e  a n d  i s  a l l o w e d  t o  b e  a r b i t r a r y  i n  n a t u r e ,  T h e  w a v e  

U r ( x , y l  i s  t h e  r e f e r e n c e  b e a m .  B o t h  w a v e s  a r e  m o n o c h r o m a t i c  

a n d  may b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  p h a s e  a n d  m a g n i t u d e  a s  

T h e  f i l m  i d e a l l y  r e c o r d s  a  t r a n s m i t t a n c e  p r o p o r t i o n a l  t o  

t h e  r e s u l t i n g  i n t e n s i t y  o f  i n c i d e n t  w a v e f o r m s ,  I f  a  w a v e  

i s  i n c i d e n t ,  t h e  f i l m  r e c o r d s  





w h e r e  ( Be 1 i s  r e a d  " i s  p r o p o r t i o n a l  d o "  a n d  d e n o t e s  c o m p l e x  

c o n j u g a t e ,  H e r e ,  a n d  h e n c e f o r t h ,  t h e  c o n v e n i e n t  p r o p o r t i o n a l i t y  

c o n s t a n t  o f  u n i t y  i s  a d o p t e d ,  s o  t h a t  ( 2 - 3 )  b e c o m e s  

R e t u r n i n g  now t o  t h e  o b j e c t  a n d  r e f e r e n c e  b e a m s ,  we h a v e  

i n c i d e n t  o n  t h e  f i l m  

s o  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  i n t e n s i t y  i s  g i v e n  a s  

S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  p h a s e - a m p l i t u d e  r e l a  t i o n s h i p s  [ ( 2 - 1 1 1  
g i v e s  

o r  e q u i v a l e n t l y ,  f r o m  E u l e r b  i d e n t i t y  

B o t h  p h a s e  a n d  a m p l i t u d e  i n f o r m a t i o n  a r e  t h e n  c o n t a i n e d  i n  t h e  

f i n a l  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n ,  S u c h  a r e c o r d i n g  i s  d u b b e d  a  

h o l o g r a m ,  m e a n i n g  a  " t o t a l  r e c o r d i n g " ,  



B e f o r e  p r o c e e d i n g ,  a n  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  

o f  a  w a v e "  c o n j u g a t e  e x p r e s s i o n  i s  n e e d e d .  I n  t h a t  a  w a v e -  

f r o n t  may  b e  m o d e l e d  b y  a  n u m b e r  o f  r a y s ,  a t t e n t i o n  may  b e  r e -  

s t r i c t e d  t o  t h e  p l a n e  w a v e  w i t h  g e n e r a l i z a t i o n  t o  f o l l o w .  

T h e  c o n j u g a t e  o f  t h e  p l a n e  w a v e  e x p r e s s i o n  g i v e n  i n  ( 1 - 2 6 )  i s  

T h e  s i g n s  o f  t h e  d i r e c t i o n  c o s i n e s  a r e  s e e n  t o  b e  n e g a t e d ,  

T h e  c o r r e s p o n d i n g  r a y s  d e s c r i b i n g  t h e  p l a n e  w a v e  a n d  i t s  e o n -  

j u g a t e ,  i l l u s t r a t e d  i n  F i g ,  l E a ,  h a v e  t h e  s a m e  m a g n i t u d e  b u t  

o p p o s j t e  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n s .  G e n e r a l i z a t i o n  s u g g e s t s  t h i s  

s a m e  r e l a t i o n s h i p  h o l d s  f o r  a n y  w a v e f r o n t ,  

When o n e  i s  c o n c e r n e d  w i t h  d i s t r i b u t i o n s  o n  p l a n a r  s u r -  

f a c e s ,  a n  a d d i t i o n a l  w a v e f r o n t  may b e  c o n s i d e r e d  a s  c o n g u g a t e ,  

F o r  t h e  p l a n e  w a v e  c a s e ,  we h a v e  f r o m  F i g ,  l l b  

O b v i o u s l y  

T h u s ,  b o t h  d i s t r i b u t i o n s  o n  t h e  x - y  p l a n e  a r e  c o n j u g a t e  e x p r e s s i o n s  

o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  r e s u l t i n g  f r o m  A ( x , y , o ) ,  G e n e r a l i z a t i o n  t o  

m o r e  a r b i t r a r y  w a v e f r o n t s  may b e  a c c o m p l i s h e d  b y  a  m a p p i n g  o f  

d e s c r i b i n g  r a y s  i n  t h i s  m a n n e r ,  W i t h  a  f e e l i n g  f o r  c o n j u g a t e  

w a v e f o r m s ,  we  t u r n  now t o  r e c o n s t r u c t i o n  a n a l y s i s ,  





O n c e  d e v e l o p e d ,  t h e  h o l o g r a m  i s  a  c o m p l e x  t r a n s m i t t a n c e  

w h i c h  i s  d e s c r i b e d  b e s t  f o r  p r e s e n t  p u r p o s e s  b y  ( 2 - 7 1 ,  T h e  

f i r s t  t w o  t e r m s ,  c o n t a i n i n g  n o  p h a s e  i n f o r m a t i o n ,  t u r n  o u t  t o  

b e  o f  l i t t l e  c o n s e q u e n c e  a n d  a r e  t h u s  p r e s e n t l y  d i s r e g a r d e d .  

C o n s i d e r  f i r s t ,  t h e  i l l u m i n a t i o n  o f  t h e  d e v e l o p e d  f i l m  b y  

U r ( x , y ) ,  T h e  r e s u l t i n g  w a v e f o r m  f r o m  t h e  t h i r d  term i n  ( 2 - 7 )  

w o u l d  b e  

U3 ( x , Y ) ~  j U , ( X , Y ) \ ~ U ~ ~ * . Y )  ( 2 - 1 2 )  

S u p p o s e ,  f o r  s i m p l i c i t y ' s  s a k e ,  t h a t  a  u n i t  a m p l i t u d e  p l a n e  

w a v e  i s  c h o s e n  f o r  t h e  r e f e r e n c e  b e a m ,  s o  t h a t  

E q u a t i o n  ( 2 - 1 2 1  t h e n  b e c o m e s  

T h e  o r i g i n a l  w a v e f r o n t  i s  t h u s  r e c o n s t r u c t e d  ( F i g ,  7 a 1 ,  I f  

U , "  i s  c h o s e n  f o r  r e - i l l u m i n a t i o n ,  t h e  f o u r t h  t e r m  i n  ( 2 - 7 )  b e -  

c o m e s  s f  i n t e r e s t  a n d  y i e l d s  

T h e  r e s u l t i n g  w a v e f o r m  s f  i n t e r e s t  i s  s e e n  t o  b e  t h e  c o n j u g a t e  

o f  t h e  o r i g i n a l  o b j e c t  b e a m ,  w h i c h  i s  p h y s i c a l l y  r e p r e s e n t e d  

b y  a  m i r r o r  i m a g e  o f  U, o f f  t h e  s y s t e m  a x i s  i n  t h e  c a s e  f o r  

i l l u m i n a t i o n  a s  i n  F i g ,  1 2 ,  

O b v i o u s l y ,  u n i t  a m p l i t u d e  p l a n e  w a v e s  a n d  i d e a l  f i l m  c a n -  

n o t  b e  a c t u a l l y  u s e d  i n  h o l o g r a p h y ,  y e t  t h e  r e s u l t i n g  r e c o n -  

s t r u c t e d  w a v e f r o n t s  i n  p r a c t i c e  a r e  a t t e n u a t e d  a n d  p o s s i b l y  

d i s t o r t e d  v e r s i o n s  o f  t h e  o r i g i n a l  o b j e c t  w a v e ,  





Upon  r e c o n s t r u c t i o n ,  terms w e r e  s e e m i n g l y  c h o s e n  a r b i -  

t r a r i l y  f r o m  ( 2 - 7 1  i n  o r d e r  t o  m a t c h  t h e  r e c o n s t r u c t i o n  w a v e ,  

T h i s  i s  v a l i d  i n  i m p l e m e n t a t i o n  w h e n  t h e  r e c o n s t r u c t e d  b e a m s  

a r e  s e p a r a t e d  i n  s p a c e  b y  p r o p e r  c h o i c e  o f  a  r e f e r e n c e  b e a m ,  

o r  w h e n  u n w a n t e d  r e c o n s t r u c t e d  w a v e f o r m s  may b e  s u c c e s s f u l l y  

s u p p r e s s e d .  When t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e ,  t h e  i n t e r f e r e n c e  o f  

o v e r l a p p i n g  b e a m s  n e e d s  t o  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  

T h e  h o l o g r a m  i s  s e e n  t o  h a v e  t h e  c a p a c i t y  t o  s t o r e  b o t h  

t h e  p h a s e  a n d  t h e  a m p l i t u d e  o f  a w a v e f r o n t  i n  a  p u r e  a m p l i t u d e  

r e c o r d i n g ,  T h i s  o p e r a t i o n  p r o v e s  u s e f u l  i n  s y s t e m  r e c o r d i n g .  

B )  V o l u m e  H o l o g r a p h y  

When t h e  e m u l s i o n  t h i c k n e s s  o f  t h e  f i l m  u s e d  i n  h o l o g r a p h y  

i s  l a r g e  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  i l l u m i n a t i n g  l i g h t ' s  w a v e l e n g t h ,  

t h e  r e c o r d i n g  i s  t e r m e d  a  v o l u m e  h o l o g r a m ,  T h e  v o l u m e  h o l o -  

g r a m  h a s  t h e  c a p a c i t y  t o  s t o r e  a  n u m b e r  o f  w a v e f r o n t s  w i t h i n  

t h e  e m u l s i o n  o f  a  s i n g l e  p i e c e  o f  f i l m  a s  o p p o s e d  d o  t h e  s i n g l e  

w a v e f r o n t  s t o r a g e  c a p a c i t y  o f  t h e  p l a n a r  h o l o g r a m ,  

T h e  v o l u m e  h o l o g r a m  i s  p r e s e n t l y  b e i n g  e m p l o y e d  i n  t h e  

f i e l d  o f  o p t i c a l  c o m p u t e r s  ' I 3 )  a n d  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  a s  a  

p o s s i b l e  m o d e l  f o r  t h e  b r a i n  ' l 4 )  

% I  T h e  G r a t i n g  

a )  T h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  g r a t i n g  

To i l l u s t r a t e  t h e  i n L e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  w i t h i n  a  v o l u m e  

h o l o g r a m ,  t h e  e l e m e n t a r y  c a s e  o f  t w o  b e a t i n g  p l a n e  w a v e s  i s  

now e x a m i n e d ( 1 5 ' .  M o r e  c o m p l e x  d i s t r i b u t i o n s  may  t h e n  b e  



a n a l y z e d  b y  F o u r i e r  t e c h n i q u e s ,  

C o n s i d e r  t w o  u n i t  a m p l i t u d e  p l a n e  w a v e s  i n c i d e n t  o n  a 

f i l m  w i t h  a r e f r a c t i v e  i n d e x  o f  u n i t y ,  F r o m  ( 1 - 2 6 1  we w r i t e  

w h e r e  

T h e  e m u l s i o n  o f  t h i c k n e s s  t a n d  h e i g h t  2 B  r e c o r d s  t h e  r e s u l t -  

a n t  i n t e n s i t y  o f  t h e s e  w a v e s ,  F o l l o w i n g  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  

g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  i n t e n s i t y  d e f i n i t i o n  o f f e r e d  b y  ( 2 - 4 1 ,  

we w r i t e  

w h e r e / ( c ( x .  y . 2 )  i s  t h e  t h r e e  d i m e n s i o n a l  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  

u n i t  s t e p  f u n c t i o n ,  

W i t h  t h e  v o l u m e  l i m i t s  u n d e r s t o o d ,  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  

p l a n e  w a v e  e x p r e s s i o n s  [ ( 2 - - ~ 3 1 ]  a n d  e x p a n s i o n  g i v e s  

T h i s  e x p r e s s i o n  t h e n  d e s c r i b e s  t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  

w i t h i n  t h e  e m u l s i o n ,  F o r  g r e a t e r  i n s i g h t  i n t o  t h i s  g e o m e t r y ,  

c o n s i d e r  t h e  l o c u s  o f  i n t e n s i t y  m a x i m a  w h i c h  o c c u r  w h e n  



o r  e q u i v a l e n t l y  when 

On t h e  x a x i s ,  t h e s e  maxima o c c u r  when  

F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  x c o m p o n e n t  o f  t h e  s p a t i a l  p e r i o d  a n d  s p a t i a l  

f r e q u e n c y  a r e  d e f i n e d  r e s p e c t i v e l y  a s  

S i m i l a r l y  

I t  t h u s  b e c o m e s  e v i d e n t  t h a t  t h e  maximum i n t e n s i t y  l o c i  

i s  a  f a m i l y  o f  p a r a l l e l  p l a n e s  d e s c r i b e d  b e s t  b y  t h e  s u b s t i -  

t u t i o n  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  i n t o  ( 2 - 1 8 ) :  

T h e  c a s e  f o r  n = l  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g ,  1 3 ,  a l o n g  w i t h  t h e  
& 

v e c t o r  T  d e s c r i p t i v e  o f  t h e  t r u e  p l a n e  s p a c i n g ,  T h e  d i r e c t i o n  
a 

o f  T c o i n c i d e s  w i t h  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  g r a d i e n t  o f  ( 2 - 2 1 1 :  





a & 
w h e r e  f, J a n d  k a r e  u n i t  v e c t o r s  i n  t h e  x . y ,  a n d  z 

&a 

d i r e c t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y ,  T h e  c o m p o n e n t s  o f  T  m u s t  a l s o  

s a t i s f y  ( 2 - 2 1 1  s o  t h a t  

T h u s  we m a y  w r i t e  

- "2 

S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  f r e q u e n c y  e x p r e s s i o n s  i n  ( 2 - 2 0 )  

g i v e s  

R e c a l l i n g  t h a t  t h e  sum o f  s q u a r e s  o f  a d i r e c t i o n  c o s i n e  s e t  i s  

u n i t y  [ ( L - 2 5 1  f u r t h e r  s i m p l i f i e s  t h i s  r e l a t i o n s h i p  t o  

T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  v e c t o r ,  d e f i n e d  i n  t h e  
4 

s a m e  d i r e c t i o n  a s  T ,  i s  g i v e n  a s  

T h e  a b o v e  r e l a t i o n s h i p s  d e s c r i b e  t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  

w i t h i n  t h e  t h i c k  e m u l s i o n ,  A f u r t h e r  i n s i g h t  i n t o  t h i s  t o p o l o g y  

i s  g a i n e d  t h r o u g h  a  t w o - d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s ,  



b) The two dimensional grating 
(15) 

Transition from three to two dimensional analysis may here 

be accomplished by assuming no variation with respect to Y ,  

We thus set 

8 , z B 1 - Q  

This assumes the plane waves which formed the grating were 

propagating normal to the Y axis, For this case, the maximum 

intensity loci are described according to (2-18) as 

Solving far x gives 

This relationship suggests a family of constant intensity lines 

as seen from an end on view of the hologram (Fig. 141, 

Two dimensional analysis allows convenient relationships 

between the direction cosines, From Fig, 15 :  

From (2-301, the constant intensity lines have slope, 

Substitution of (2-31) with appropriate subscripts yields 







T h i s  c a n  b e  r e d u c e d  v i a  t r i g o n o m e t r i c  i d e n t i t i e s  t o :  

D e f i n i n g  t h e  a r i t h m e t i c  mean o f  Q l  a n d  8 2  a s  

we h a v e  

d x  = t a n  

T h u s ,  t w o  w a v e s  i n c i d e n t  o n  a  t h i c k  p h o t o s e n s i L i v e  medium 

a t  a n g l e s  a n d  Q2 w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f i l m ' s  n o r m a l ,  f o r m  a  

s i n u s o i d a l  g r a t i n g  w h o s e  c o n s t a n t  i n t e n s i t y  l o c i  l i e  a d  t h e  

b i s e c t e d  a n g l e  b e t w e e n  a n d  Q 2 ,  ( S e e  F i g ,  1 4 1 ,  

T h e  s p a t i a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  f r i n g e s  f o r  t h e  t w o  d i m e n -  

s i o n a l  g r a t i n g  i s  g i v e n  f r o m  ( 2 - 2 7 )  a s  

S u b s t i t u t i o n  s f  t h e  s i n u s o i d a l  a s s i g n m e n t s  [ (2 -31f l  f o l l o w e d  by  

t r i g o n o m e t r i c  s i m p l i f i c a t i o n  g i v e s  

F u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  f o l l o w s ,  

s i n  @, - s i n  
- Aces? 



T h i s  f i n a l  r e l a t i o n s h i p  w i l l  l a t e r  p r o v e  u s e f u l  i n  d i f f  r a c t i o n  

e f f  i c i e n c y  a n a l y s i s  o f  v o l u m e  h o l o g r a m s ,  

C )  T h e  r e f l e c t i o n  a n a l o g y  ( 1 4 )  

As i n  p l a n a r  h o l o g r a p h y ,  o n e  w o u l d  e x p e c t  i l l u m i n a t i o n  o f  

t h e  d e v e l o p e d  t r a n s m i t t a n c e  w i t h  o n e  o f  t h e  r e c o r d i n g  p l a n e  

w a v e s  t o  y i e l d  a  d i f f r a c t e d  p l a n e  w a v e  p r o p a g a t i n g  i n  t h e  s a m e  

d i r e c t i o n  a s  t h e  s e c o n d  r e c o r d e d  p l a n e  w a v e s ,  

C o n s i d e r ,  t h e n ,  t h e  g e o m e t r y  o f  F i g b u r e  l 6 a  w h e r e  t h e  g r a t -  

i n g  f o r m e d  b y  t w o  p l a n e  w a v e s  p r o p a g a t i n g  a t  a n g l e s  a n d  8 2  

i s  r e c o r d e d ,  T h e  v o l u m e  t r a n s m i t t a n c e  i s  i l l u m i n a t e d  w i t h  a  

p l a n e  w a v e  p r o p a g a t i n g  a t  a n  a n g l e  Q1.  T h i n k i n g  o f  t h e  c o n s t a n t  

i n t e n s i t y  f r i n g e  a s  a  m i r r o r ,  o n e  s e e s  t h a t  t h e  e q u i v a l e n t  a n g l e  

o f  i n c i d e n c e  i s  

yl 2 @ @  

T h e  b e a m  t h e n  i s  r e f l e c t e d  a t  a n  a n g l e  o f  

o r  e q u i v a l e n t l y  

= 2 + -  8,  

a n d  f i n a l l y  f r o m  ( 2 - 3 5 )  

8,. e ,  
A s i m i l a r  a n a l y s i s  g i v e s  @l a s  t h e  r e f l e c t e d  p r o p a g a t i o n  d i r -  

e c t i o n  w h e n  t h e  h o l o g r a m  i s  r e - i l l u m i n a t e d  w i t h  a  r a y  p r o p a g a t i n g  

a t  a n  a n g l e  8 2 ,  T h e s e  r e s u l t s  a r e  i n  h a r m o n y  w i t h  t h e  a r g u m e n t s  

p r e s e n t e d  b y  ( 2 - 1 1 1  a n d  F i g ,  l 2 a  ( i n  t h e  e a s e  o f  p l a n a r  h o l o -  

g r a p h y )  a n d  p r o v e  t o  b e  u s e f u l  t o o l s  i n  i n t u i t i v e  a n a l y s i s  o f  

g r a t i n g s ,  





What, then, of the conjugate case? As previously stated, 

the conjugate of a wavefront may be thought of as a reflection 

of the original wavefront on the system axis, Thus, the con- 

jugate of the plane wave represented by would be a plane 

wave propagating at an angle of - with respect to the hologram 

normal, A s  witnessed by the geometry o f  Fig, l6b, the reflection 

analogy does not hold for conjugate illumination as the follow- 

ing analysis reveals, 

The angle of incidence to the mirror modeled grating in 

Fig, l6b is 

( 2 - 4 4 )  y s  $ * @ #  
and is thus reflected at an a n g l e  of 

@ P Z p b + y l  

Combining and substituting ( 2 -35 )  gives: 

e,-. '*B + @, 

z 2 8, * Qa 

If the reflection analogy did hold we would expect 

A similarly distasteful result evolves when considering illumina- 

tion by - Q 2 .  

The reflection analogy is thus seen to be valid only for 

illumination with original wavefronts and not for the conjugate 

case, Due to this limitation, care must be taken in its 

application, 



2 )  D i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y .  

I n  o r d e r  t o  e f f i c i e n t l y  s t o r e  a  n u m b e r  o f  w a v e f r o n t s  i n  a  

v o l u m e  h o l o g r a m ,  a n  a  g r i o r i  k n o w l e d g e  o f  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  

i s  n e e d e d ,  D i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  i s  t h e  r a t i o  o f  p o w e r  i n  t h e  

r e c o n s  t r u c t i o n  a n d  r e c o n s t r u c t e d  w a v e f  o r m s ,  We a r e  h e r e  p r i -  

m a r i l y  c o n c e r n e d  w i t h  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  a s  a  f u n c t i o n  o f  

t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e  o f  t h e  r e c o n s t r u c t i o n  b e a m ,  

T h e  s c a l a r  d e r i v a t i o n  t o  f o l l o w  i s  t a k e n  c l o s e l y  f r o m  

~ r n i t h " ~ ' .  A m o r e  r i g o r o u s  d e r i v a t i o n  y i e l d i n g  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  a m p l i t u d e s  a n d  s i m i l a r  a n g u l a r  o r i e n t a t i o n  s e n s i t i v i t y  

i s  d e r i v e d  u s i n g  c o u p l e d  w a v e  t h e o r y  b y  C o l l i e r ,  B u r c h a r t ,  a n d  

E i n ( 1 7 )  

a )  D e r i v a t i o n  

A n a l y s i s  o f  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  b e g i n s  w i t h  a  t w o -  

d i m e n s i o n a l  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  F r e s n e l - K i r c h h o f f  d i f f r a c t i o n  

i n t e g r a l  d e s c r i b e d  b y  t h e  g e o m e t r y  o f  F i g ,  1 7  w h i c h  i s  g i v e n  b y  

w h e r e  i n t e g r a t i o n  i s  o v e r  t h o  a p e r t u r e  As d e p i c t e d  i n  

F i g .  1 7 .  PC i s  a  l i n e  s o u r c e  w i t h  a m p l i t u d e  " A "  a t  a  u n i t  d i s -  

L a n c e ,  a n d  $$ i s  t h e  a n g l e  b e t w e e n  t h e  o b j e c t  a n d  image  l i n e s  

w i t h  r e s p e c t  Lo t h e  z a x i s .  I f  p o i n t  l i e s  a t  c o o r d i n a t e s  

( x c , z c ) ,  a n d  P i  a t  ( x i , z i ) ,  t h e n  





T h e  m a g n i t u d e  o f  r i s  s i m i l a r l y  g i v e n  a s  

E x p a n d i n g  t h e  q u a d r a t i c  a n d  n o t i n g  ( 2 - 4 9 a )  g i v e s  

P" = 

o r  e q u i v a l e n t l y  

T h e  p a r a x i a l  a p p r o x i m a t i o n  s t a t e s  

T h u s ,  i f  a t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  s u c h  t h a t  

T h e  r e l a t i o n s h i p  i n  ( 2 - 5 2 )  b e c o m e s  

T h r o u g h  s i m i l a r  a n a l y s i s  

A n o t h e r  a p p r o x i m a t i o n  w h i c h  may b e  m a d e  u n d e r  t h e  c i t e d  

a s s u m p t i o n s  i s  



Substitution of the above three expressions into the Fresnel- 

Kirchhoff integral. [(2-4811 gives 

& 

Direction cosines are now assigned the rays in f i g .  14 

m, - s i n  e; 

or equivalent 

1 , .  * t,/r, R; = =;/5c 

4 
The c subscripts denote the incident ray PcQ and i the 

-%.-a 
diffracted ray Q P i .  Substituting into (2-58) gives 

We now take the limit as so and r, approach infinity 

so that the quadratic terms in the exponential under the integral 

vanish. It is also assumed that the source strength A may 

be made arbitrarily large, so that 

where c' is a complex constant. Under these assumptions, 

(2-61) becomes 



T h i s  e x p r e s s i o n  g o v e r n s  F r a u n h o f f e r ' s  d i f f r a c t i o n  f r o m  a  t h i n  

a p e r t u r e  i n  terms o f  d i r e c t i o n  c o s i n e s ,  O n e  i s  t e m p t e d  t o  

g e n e r a l i z e  ( 2 - 6 3 1  t o  g o v e r n  d i f f r a c t i o n  f r o m  a v o l u m e  h o l o g r a m  

b y  w r i t i n g  

T h i s  e x p r e s s i o n ,  t h o u g h , a s s u m e s  e a c h  w a v e  i n c i d e n t  o n  e a c h  

s l i c e  o f  d z  t h i c k n e s s  i s  e q u i v a l e n t ,  a n d  t h u s  h o l d s  o n l y  a s  a  

f i r s t  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n  f o r  w e a k  d i f f r a c t i o n ,  F o r  s t r o n g e r  

d i f f r a c t i o n  P r o m  a  s p a t i a l  t r a n s m i t t a n c e ,  a  s u m m a t i o n  o f  a l l  

e l e m e n t a r y  d i f f r a c t i o n s  m u s t  b e  m a d e ,  T h e  f o l l o w i n g  d i f f r a c t i o n  

i n t e g r a l  r e s u l t s :  

T h e  i n t e g r a l  l i m i t s  a r e  h e r e  d e f i n e d  v i a  t h e  s t e p  f u n c t i o n  i n  

( 2 - 1 5 1 ,  

T h e  f u n c t i o n  G ( x , z )  i n  ( 2 - 6 5 )  i s  t h e  p u p i l  f u n c t i o n ,  a n d  i s  

r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  s p a t i a l  t r a n s m i t t a n c e  v a r i a t i o n  w i t h i n  t h e  

a p e r t u r e ,  F o r  t h e  c a s e  o f  t w o  b e a t i n g  p l a n e  w a v e s ,  G ( x , z )  may 

b e  d e t e r m i n e d  P r o m  ( 2 - 1 6 )  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n s  o f  ( 2 - 2 8 ) :  

o r  e q u i v a l e n t l y ,  



F o r  a  m o r e  r e p r e s e n t a t i v e  e x p r e s s i o n  o f  t h e  p u p i l  f u n c t i o n ,  

d i r e c t i o n  c o s i n e s  a r e  a s s i g n e d  t h e  f r i n g e s  i n  F i g ,  16: 

a s  .as 4 
m r s i n  # 

F r o m  ( 2 - 3 2 )  a n d  ( 2 - 3 6 )  t h e  s l o p e  o f  t h e s e  f r i n g e s  may t h e n  b e  

e x p r e s s e d  a s  

S u b s t i t u t i n g  i n t o  the p u p i l  f u n c t i u n  [(2-67)j g i v e s  

o r  e q u i v a l e n t l y  

As p r o m i s e d ,  we now r e c a l l  e q u a t i o n  ( 2 -391 ,  E m p l o y i n g  (2 -311  

a n d  ( 2 - 6 8 1  we w r i t e  

w h i c h  may b e  e x p r e s s e d  i n  a n g u l a r  terms a s  

S u b s t i t u t i o n  i n t o  (2-71) p r o d u c e s  t h e  d e s i r e d  e x p r e s s i o n  f o r  

t h e  p u p i l  f u n c t i o n  f o r m e d  b y  t w o  b e a t i n g  p l a n e  w a v e s ;  

L J e ( l x - m t ) j  



T h i s  r e l a t i o n s h i p  i s  now e m p l o y e d  t o  g i v e  a  m e a s u r e  s f  

t h e  v o l u m e  h o l o g r a m "  d d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  a s  a f u n c t i o n  

o f  a n g u l a r  i n c i d e n c e  o f  t h e  r e c o n s t r u c t i o n  b e a m ,  

b 1  B r a g g  c o n d i t i o n  

E x p a n d i n g  t h e  s i n u s o i d a l  term o f  t h e  p u p i l  f u n c t i o n  v i a  

E u P e r b  i d e n t i t y ,  a n d  s u b s t i t u t i n g  i n t o  e q u a t i o n  ( 2 -65 )  y i e l d s  

T h i s  e x p r e s s i o n  d i v i d e s  i n t o  t h r e e  i n t e g r a l s  

+ C  -&Lknl-km,-w,dJx -&[k.lkL;-kk,*w,m]t e e dtdx 

S i n c e  

w h e r e  



t h e  d i f f r a c t i o n  e x p r e s s i o n  b e c o m e s :  

T h i s  d i f f r a c t i o n  e x p r e s s i o n  h a s  s t r i c t  a n a l o g y  t o  t h e  com- 

p l e x  t r a n s m i t t a n c e  o f  a  p l a n a r  h o l o g r a m  o f f e r e d  i n  ( 2 - 7 1 ,  T h e  

f i r s t  t w o  terms i n  ( 2 - 7 )  c o r r e s p o n d  t o  t h e  f i r s t  term i n  (2-79)  

w h i c h  y i e l d s  t h e  z e r o t h  o r d e r  d i f f r a c t e d  b e a m  t h a t  c o n t a i n s  n o  

i n f o r m a t i o n ,  a n d  i s  d i s r e g a r d e d  w h e n  p o s s i b l e ,  T h e  s e c o n d  a n d  

t h i r d  t e rms  c o r r e s p o n d  r e s p e c t i v e l y  t o  t h e  p r i m a r y  a n d  c o n j u g -  

a t e  r e c o n s t r u c t e d  o b j e c t  b e a m s ,  

E q u a t i o n  ( 2 - 7 9 )  a l s o  c o n t a i n s  i n f o r m a t i o n  p e r t a i n i n g  t o  

d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  a s  a  f u n c t i o n  o f  a n g u l a r  o r i e n t a t i o n ,  

As w i l l  b e  s h o w n ,  t h e  v o l u m e  g r a t i n g  may  b e  t h o u g h t  o f  a s  a n  

a n g u l a r  b a n d p a s s  f i l t e r ,  a t t e n u a t i n g  a l l  d i f f r a c t e d  w a v e s  w h i c h  

a r e  n o t  p r o p a g a t i n g  i n  t h e  d i r e c t i o ~  o f  t h e  r e c o r d i n g  b e a m  o r  

i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  r e c o r d i n g  b e a m "  s c o n j u g a t e ,  T h i s  

p r o p e r t y  i s  a n a l o g o u s  t o  B r a g g "  slaw o f  c o n s t r u c t i v e  a n d  d e -  

s t r u c t i v e  i n t e r f e r e n c e  a n d  i s  a p p r o p r i a t e l y  c a l l e d  t h e  B r a g g  

c o n d i t i o n ,  



c )  E x t i n c t i o n  A n g l e  

S i n c e  o n e  i s  u s u a l l y  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p r i m a r y  d i f -  

f r a c t e d  b e a m ,  a n d  n o t  t h e  c o n j u g a t e ,  a t t e n t i o n  i s  now r e -  

s t r i c t e d  t o  t h e  s e c o n d  term i n  ( 2 - 1 9 ) :  

T h e  B r a g g  c o n d i t i o n  i s  s a t i s f i e d  w h e n  ( 2 - 8 0 )  i s  m a x i m u m ,  w h i c h  

o c c u r s  w h e n  t h e  a r g u m e n t s  o f  t h e  s i n x  f u n c t i o n  a r e  z e r o .  

S u b s t i t u t i o n  o f  ( 2 - 6 9 )  a n d  ( 2 - 7 3 )  a n d  s i m p l i f i c a t i o n  g i v e s  t h e  

f o l l o w i n g  e q u i v a l e n t  e x p r e s s i o n s  

S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  s i n u s o i d s  a s s i g n e d  t o  e a c h  o f  t h e s e  v a r i a b l e s  

y i e l d s  t h e  n o t - t o o - s u r p r i s i n g  c o n c P u s i o n  t h a t  t h e  B r a g g  c o n d i t i o n  

i s  s a t i s f i e d  w h e n  

T h a t  i s ,  t h e  r e c o n s t r u c t i o n  b e a m  i s  i d e n t i c a l  t o  a  r e c o r d i n g  

b e a m  a n d  t h e  d i f f r a c t e d  b e a m  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  s e c o n d  r e c o r d -  

i n g  b e a m .  

We now d e f i n e  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  a s  t h e  a n g u l a r  d e v i a t i o n  

f r o m  max imum d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  n e c e s s a r y  t o  e x t i n g u i s h  t h e  

d i f f r a c t e d  w a v e f o r m ,  T h i s  o c c u r s  w h e n  t h e  s i n x  f u n c t i o n s  i n  

( 2 - 8 0 )  b e c o m e  z e r o ,  T h e  f i r s t  d o e s  s o  w h e n  



w h e r e  ji a n d  a r e  c h o s e n  t o  meet t h e  B r a g g  c o n d i t i o n .  

S u b s t i t u t i o n  o f  ( 2 - 6 9 )  a n d  ( 2 - 7 3 )  i n t o  ( 2 - 8 4 1  f o l l o w e d  b y  

s i m p % i f i c a t i s n ,  g i v e s  

S i n c e  t h e  B r a g g  c o n d i t i o n  s p e e i # i e d  b y  ( 2 - 8 2 a )  i s  m e t ,  we 

may w r i t e :  

be, - n e, E X / t  

S i m i l a r l y ,  a n a l y s i s  f o r  t h e  s e c o n d  s i n x  f u n c t i o n  y i e l d s  

A m c  - 6m4* = 

I n  t h e  e a s e  w h e r e  

H ? 7 X  

we may s a f e l y  r e s t a t e  ( 2 - 8 7 )  a s  

I f  a t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  s m a l l  a n g u l a r  d e v i a t i o n s ,  t h e  

d i r e c t i o n  c o s i n e s  may  b e  e s t i m a t e d  f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l s  o f  

e q u a t i o n s  4 2 - 5 9 )  

s -sin Q, a@, = -mcnG, ( 2 - 9 0 3  1 



N o t e  t h a t  i s ,  b y  t h e  p r e v i o u s l y  g i v e n  d e f i n i t i o n ,  

t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e ,  w h i c h  now n e e d s  t o  b e  s o l v e d  i n  t e r m s  

o f  n o n - i n c r e m e n t e d  v a l u e s .  F r o m  ( 2 - 8 9 1 ,  ( 2 - 9 0 c )  a n d  ( 2 - 9 0 d 1  

S u b s t i t u t i n g  i n t o  ( 2 - 9 0 b )  

S u b t r a c t i n g  ( 2 - 9 0 a )  f r o m  ( 2 - 9 2 )  a n d  n o t i n g  ( 2 - 8 6 1 ,  we w r i t e  

S o l v i n g  f o r  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  t h e n  g i v e s  

N o t e  t h a t  b e c a u s e  o f  ( 2 - 8 3 )  

( P ; , m ; )  (YI,Mb 
a  nd 

( k c ,  me) E t a J  %a) 

As a f u n c t i o n  o f  r e c o r d i n g  p a r a m e t e r s ,  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  

i s  t h e n  

w h e r e  f o r  c l a r i t y  t h e  r s u b s c r i p t  d e n o t i n g  t h e  r e f e r e n c e  beam 

h a s  r e p l a c e d  t h e  l s u b s c r i p t  a n d  8 d e n o t i n g  t h e  o b j e c t  

b e a m  h a s  r e p l a c e d  t h e  2 s u b s c r i p t ,  



S u b s t i t u t i n g  t h e  t r i g o n o m e t r i c  a s s i g n m e n t s  t o  t h e  d i r e c t i o n  

c o s i n e s  u 2 - 3 l ) I  i n t o  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  r e l a t i o n s h i p ,  f o l l o w e d  

b y  a  t r i g o n o m e t r i c  s i m p l i f i c a t i o n  g i v e s  

T h e  c o r r e s p o n d i n g  p l o t  o f  b Q c  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r e f e r e n c e  

a n g l e  ( F i g ,  1 8 )  r e s e m b l e s  a  c o s e c a n t  c u r v e  ( w h i c h  i t  i s  f o r  

go = 0 )  a n d  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h a t  o f f e r e d  b y  S m i t h ,  
( 1 6 )  

C u e  t o  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  made i n  t h e  d e r i v a t i o n ,  ( 2 - 9 1 )  

may o n l y  b e  a s c r i b e d  t h e  s t a t u s  o f  a  f i r s t  o r d e r  a p p r o x i m a t i o n  

t o  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e ,  

As a n  e x a m p l e  o f  i n t e r p r e t a t i o n  o f  F i g ,  18, c o n s i d e r  t h e  

c a s e  w h e r e  b o t h  o b j e c t  a n d  r e f e r e n c e  beam a r e  e q u i v a l e n t  

( i , e ,  Q i  = 00), The  r e s u l t i n g  h o l o g r a m  w o u l d  r e c o r d  a  c o n s t a n t  

i n t e n s i t y ,  o r  e q u i v a l e n t l y *  a  g r a t i n g  o f  z e r o  f r e q u e n c y ,  T h e  

r e s u l t i n g  r e c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s  w o u l d  o b v i o u s l y  y i e l d  a  " d i f -  

f r a c t e d "  beam o f  u n c h a n g i n g  i n t e n s i t y  f o r  a l l  a n g l e s  s f  r e c o n -  

s t r u c t i o n  i n c i d e n c e ,  T h e  c o r r e s p o n d i n g  e x t i n c t i o n  a n g l e  may 

t h u s  b e  i n t e r p r e t e d  a s  i n f i n i t e .  

N o t e  a l s o  t h a t  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  d e c r e a s e s  a s  t h e  

e m u l s i o n  t h i c k n e s s  i n c r e a s e s ,  g i v i n g  t h e  v o l u m e  h o l o g r a m  a  

l a r g e r  c a p a c i t y  f o r  s t o r i n g  w a v e f r o n t s ,  





d l  E f f e c t s  o f  r e f r a c t i o n  

To t h i s  p o i n t  a l l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  v o l u m e  h o l o g r a m  h a v e  

b e e n  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  p a r a m e t e r s  w i t h i n  t h e  e m u l s i o n ,  

Due t o  i t s  i m p o r t a n c e  i n  l a t e r  a p p l i c a t i o n s ,  t h e  e x t i n c t i o n  

a n g l e  e x p r e s s i o n  i s  now m a n i p u l a t e d  t o  c o n t a i n  o n l y  e x t e r n a l  

p a r a m e t e r s .  

We b e g i n  b y  s t a t i n g  S n e l l q s  l a w  d e s c r i b e d  b y  t h e  g e o m e t r y  

o f  F i g ,  l 9  

w h e r e  n i s  t h e  h o m o g e n e o u s  r e f r a c t i v e  i n d e x  o f  t h e  e m u l s i o n ,  

Q V i  t h e  a n g l e  o f  i n c i d e n c e ,  a n d  8 i s  t h e  a n g l e  o f  r e f r a c t i o n ,  

H e r e  a n d  h e n c e f o r t h ,  p r i m e d  v a r i a b l e s  d e n o t e  e x t e r n a l  p a r a m e t e r s ,  

An e l e m e n t a r y  m a n i p u l a t i o n  o f  ( 2 - 9 8 )  g i v e s  

M i t h  a p p r o p r i a t e  s u b s c r i p t s ,  s u b s t i t u t i o n  i n t o  ( 2 - 9 7 1  y i e l d s  

E x p a n d i n g  t h e  d e n o m i n a t o r  we w r i t e  

S i n c e  
I 

c o s  [s in* '  (* s ; n  e) ]  

e q u a t i o n  ( 2 - 1 0 1 1  b e c o m e s  

d e c z  

e q u a t i o n  ( 2 - 1 0 1 1  b e c o m e s  





B e f o r e  a  f i n a l  s i m p l i f i c a t i o n ,  a n  a d d i t i o n a l  s u b s t i t u t i o n  

i s  i n  o r d e r .  I f  a  m o n o c h r o m a t i c  w a v e  h a s  w a v e l e n g t h  A 9  

e x t e r n a l  t o  t h e  r e c o r d i n g  m e d i c m ( i n  a i r ) ,  t h e n  the w a v e l e n g t h  )a 

w i t h i n  t h e  m e d i v m i s  

A -  X s / n  t z - e s 4 )  

S u b s t i t u t i o n  i n t o  ( 2 - 1 0 3 1  f o l l o w e d  b y  s i m p l i f i c a t i o n  g i v e s  

L e t  
a,' = i( I 

@ m i  5 s in  @, 

s o  t h a t  4 2 - 1 0 5 )  s i m p l i f i e s  t o  

T h e  q u a n t i t i e s  i n  ( 2 - 1 0 7 )  may b e  t h o u g h t  o f  a s  e f f e c t i v e  

d i r e c t i o n  c o s i n e s ,  d i s p l a y i n g  s i m i l a r  c o m p u t a t i o n a l  s t a t u s  a s  

t h e  d i r e c t i o n  c o s i n e s ,  ( C o m p a r e  (2-96)  a n d  ( 2 - 1 0 7 1 ) b u t  v o i d  o f  

d i r e c t i o n  c o s i n e s  p r o p e r t i e s ,  S p e c i f i c a l l y  

A f a m i l y  o f  e x t i n c t i o n  a n g l e  c u r v e s  a s  a f u n c t i o n  o f  o b j e c t  

a n g l e  a n d  d i s c r e t e  v a r i a t i o n  o f  t h e  r e f e r e n c e  a n g l e  i s  o f f e r e d  

i n  F i g ,  2 8  f r o m  (2-1076,  R e c o r d i n g  p a r a m e t e r s  a r e  f a r  t h e  

h e l i u m - n e o n  l a s e r  ( h a  = 6 3 2 8  a n d  K o d a k  6498 e m u l s i o n  

( t  = 15 M ;  n % l % , 5 ) .  A g e n e r a l  F o r t r a n  c o m p u t e r  p r o g r a m  a l l o w -  / 
i n g  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s  t o  g e n e r a t e  d a t a  f o r  s i m i l a r  c u r v e s  i s  





o f f e r e d  i n  t h e  a p p e n d i x ,  

Due  t o  t h e  r e f r a c t i v e  n a t u r e  o f  t h e  e m u l s i o n ,  t h e r e  i s  a n  

o b v i o u s  l i m i t a t i o n  p l a c e d  o n  t h e  a n g l e s  w i t h i n  t h e  m e d i a ,  

F r o m  ( 2 - 9 8 )  a n d  ( 2 - 3 1 9  

s i n  @'in 
S i n c e  

we may w r i t e  

T h e  r e l a t i o n s h i p s  i n  ( 2 - 1 8 9 )  a n d  ( 2 - l l l ) ,  s k e t c h e d  i n  F i g ,  21, 

c l e a r l y  l i m i t  e x t i n c t i o n  a n g l e  v a l u e s ,  s i n c e  t h e  d i r e c t i o n  

c o s i n e s  a r e  l i m i t e d  t o  t h e  i n t e r v a l s  

a n d  

W i t h  t h e  c o n c e p t  o f  v o l u m e  h o l o g r a p h y "  e x t i n c t i o n  a n g l e  

w e l l  u n d e r s t o o d ,  we now b e g i n  e x p l o r a t i o n  o f  s y s t e m  t h e o r y  t o  

d e t e r m i n e  how t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  p r o p e r t y  m i g h t  u l t i m a t e l y  

b e  u s e d  t o  h o l s g r a p h i c a l l y  r e c o r d  a  s y s t e m .  





111. L i n e a r  S y s t e m  T h e o r y  

T h e o r y  of  h o l o g r a p h i c  r e c o r d i n g  o f  a n  o p t i c a l  s y s t e m  s t e m s  

f r o m  c l a s s i c a l  l i n e a r  s y s t e m s  t h e o r y  a n d  t h e  F o u r i e r  t r a n s -  

f o r m i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h i n  l e n s e s ,  P r o b l e m s  o f  p r a c t i c a l i t y  

l e a d  t o  a p p r o x i m a t i o n s ,  t h e  c o n s e q u e n c e s  o f  w h i c h  a r e  e x p l o r e d  

h e r e ,  

A )  L i n e a r  S y s t e m s  t as) 

T h e  i n p u t - o u t p u t  r e l a t i o n s h i p  o f  a  s y s t e m ,  a s  p o r t r a y e d  

i n  F i g .  2 2 ,  may b e  m o d e l e d  by  t h e  m a t h e m a t i c a l  o p e r a t o r  $[  1 

w h e r e  get) a n d  f , ( t )  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  s y s t e m ' s  i n p u t  a n d  

o u t p u t .  T h i s  o p e r a t i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  m a p p i n g  t e c h n i q u e  

e m p l o y e d  i n  C h a p t e r  I t o  a n a l y z e  t h e  m a g n i f i c a t i o n  a n d  F o u r i e r  

t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  s f  t h e  t h i n  l e n s ,  

A s y s t e m  i s  s a i d  t o  b e  l i n e a r  i f  i t  o b e y s  t h e  p r o p e r t i e s  

o f  h o m o g e n e i t y  a n d  s u p e r p o s i t i o n *  s t a t e d  r e s p e c t i v e l y  a s  

* I n  C h a p t e r  I ,  l i n e a r i t y  w a s  a s s u m e d  f o r  t h e  o p e r a t i o n s  o f  
m a g n i f i c a t i o n  a n d  F o u r i e r  t r a n s f o r m a t i o n ,  s p e c i f i c a l l y  i n  
t h e  t r a n s i t i o n s  f r o m  e q u a t i o n s  ( I -1%)  t o  ( I - 1 2 )  a n d  C l - 3 4 )  
t o  (1-351, 





w h e r e  g ( t 1  a n d  f ( t 1  a r e  a r b i t r a r y  i n p u t  f u n c t i o n s  a n d  a  

i s  a  c o n s t a n t ,  T h e s e  c r i t e r i a  may b e  c o m b i n e d  i n t o  a s i n g l e  

n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  l i n e a r i t y  

w h e r e  b  i s  a  c o n s t a n t ,  

1 1  The  s u p e r p o s i t i o n  i n t e g r a l  

A m o r e  p o w e r f u l  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  o f  l i n e a r  s y s t e m s  

a r i s e s  f r o m  t h e  s i f t i n g  p r o p e r t y  o f  t h e  D i r a c  D e l t a  r e s t a t e d  

h e r e  a f t e r  ( l - 8 1 :  

S u b s t i t u t i n g  i n t o  ( 3 - 1 )  g i v e s  

F o r  l i n e a r  s y s t e m s ,  t h e  i n t e g r a l  may b e  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  

o p e r a  t o r  a r g u m e n t  d u e  t o  s u p e r p o s i t i o n ,  

S i n c e  t h e  o p e r a t o r  i s  o n l y  c o n c e r n e d  w i t h  f u n c t i o n s  sf  L ,  i t  

v i e w s  b o t h  g ( <  1 a n d  d < a s  c o n s t a n t .  T h u s ,  d u e  t o  t h e  

h o m o g e n e i t y  p r o p e r t y  o f  l i n e a r  s y s t e m s ,  t h e s e  v a r i a b l e s  may 

b e  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  o p e r a t o r "  a r g u m e n t  l e a v i n g  

T h e  o u t p u t  f r o m  a  D i r a c  D e l t a  i n p u t  i s  a p p r o p r i a t e l y  c a l l e d  

t h e  s y s l e m "  i m p u l s e  r e s p o n s e ,  a n d  i s  w r i t t e n  



S u b s t i t u t i n g  i n t o  4 3 - 8 1  y i e l d s  t h e  s u p e r p o s i t i o n  i n t e g r a l  

To  d e f i n e  a  g e n e r a l  s y s t e m ,  t h e  o u t p u t  m u s t  b e  k n o w n  f o r  

e v e r y  p o s s i b l e  i n p u t ,  A s s u m i n g  l i n e a r i t y ,  a  s y s t e m  i s  d e f i n e d  

b y  k n o w l e d g e  o f  a l l  p o s s i b l e  i n p u l s e  i n p u t s  b y  v i r t u e  o f  

t h e  s u p e r p o s i t i o n  i n t e g r a l ,  

T h e  i n f i n i t y  o f  k n o w l e d g e  r e q u i r e d  f o r  g e n e r a l  s y s t e m  
d e f i n i t i o n  c o n s t i t u t e s  t h e  h i g h e s t  o r d e r  o f  i n f i n i t y  i n -  
t u i t i v e l y  ( b u t  n o t  m a t h e m a t i c a l l y )  c o n c e i v a b l e .  A s s u m p t i o n  
o f  l i n e a r i t y  r e d u c e s  t h e  o r d e r  o f  t h e  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  
d e f i n i n g  r e l a t i o n s h i p s  b y  o n e ,  F o r  a n  e l e m e n t a r y ,  b u t  
i n t e r e s t i n g  d i s c u s s i o n  o n  s u c h  n o t i o n s ,  s e e  Gamov 4191, 



2 )  I n v a r i a n c e  a n d  c o n v o l u t i o n  

By f a r  t h e  m o s t  p o w e r f u l  a n d  m o s t  s t u d i e d  s u b s e t  sf l i n e a r  

s y s t e m s  a r e  t h o s e  w h i c h  a r e  i n v a r i a n t ,  F o r  s u c h  s y s t e m s  t h e  

i m p u l s e  r e s p o n s e  i s  d e p e n d e n t  o n l y  o n  t h e  d i f f e r e n c e  o f  i t s  

a r g u m e n t s  

h ( t ;  4) - h ( t - ~ , )  

P r i m e  e x a m p l e s  o f  s u c h  s y s t e m s  a r e  t h o s e  a r i s i n g  i n  l i n e a r  

c i r c u i t  t h e o r y ,  I f  a n  i n p u t  &ct-.) i n t o  a l i n e a r  c i r c u i t  p r o -  

d u c e s  a n  o u t p u t  o f  h ( t ) ,  t h e n  a n  i n p u t  6c t  - t o )  w i l l  p r o -  

d u c e  h C t  - t I ,  S u c h  c i r c u i t s  a r e  t h e n  t i m e - i n v a r i a n t ,  
0 

S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  i n v a r i a n c e  c r i t e r i a ~ ( 3 - l l )  i n t o  t h e  

s u p e r p o s i t i o n  i n t e g r a l  (3-10) r e s u l t s  i n  t h e  c o n v o l u t i o n  

i n t e g r a l  

T h u s ,  f o r  a n  i n v a r i a n t  l i n e a r  s y s t e m ,  a  s i n g l e  i m p u l s e  r e s p o n s e  

s u f f i c e s  f o r  a c o m p l e t e  s y s t e m  d e f i n i t i o n ,  

I n  s h o r t e r  f o r m ,  t h e  c o n v o l u t i o n  o p e r a t i o n  may b e  e x p r e s s e d  

T h e  c o n v o l u t i o n  o p e r a t i o n  i s  c o m m u t a t i v e ,  a s s o c i a t i v e ,  a n d  

i s d i s t r i b u t i v e  w i t h  r e s p e c t  t o  a d d i t i o n  ( 201  



4 6  

A n o t h e r  p r o p e r t y  o f  t h e  c o n v o l u t i o n  o p e r a t i o n  w h i c h  w i l l  l a t e r  

p r o v e  u s e f u l  i s  ( w i t h  r e f e r e n c e  t o  ( 3 - 1 4 1 )  

goct-e) = g c t - c )  * h ( t )  

3 )  F o u r i e r  r e l a t i o n s h i p s  

The  p o w e r  o f  i n v a r i a n t  s y s t e m s  r e s t s  i n  t h e i r  a n a l y s i s  i n  

t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  F r o m  ( 3 - 1 2 1 ,  i t  may b e  s h o w n  t h a t  

w h e r e  G o ( f ) ,  G ( f ) ,  a n d  H ( f )  a r e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  o f  

g o ( t l ,  g ( t )  a n d  h b t ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  g i v e n  b y  ( 1 - 3 9 1 ,  T h e  

F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  t h e  s y s t e m  i m p u l s e  r e s p o n s e ,  H ( f ) ,  i s  

c a l l e d  t h e  s y s t e m  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  Due t o  t h e  o n e - t o - o n e  

c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  f u n c t i o n  a n d  t r a n s f o r m ,  k n o w l e d g e  o f  H f f )  

a l s o  s u f f i c e s  f o r  c o m p l e t e  d e f i n i t i o n  o f  a n  i n v a r i a n t  l i n e a r  

s y s t e m ,  M a t h e m a t i c a l l y  

w h e r e  $ d e n o t e s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o p e r a t i o n .  I m p o r t a n t  

F o u r i e r  t h e o r e m s  w h i c h  w i l l  p r o v e  u s e f u l  i n  l a t e r  a n a l y s i s  a r e  

g i v e n  b e l o w .  

(1) L i n e a r i t y  

( 2 )  S i m i l a r i t y  

( 3 )  S h i f t  t h e o r e m  



( 4 )  R e c u r r e n c e  

P r o o f s  o f  t h e s e  t h e o r e m s  ( e x c e p t  4 )  p l u s  t h e  c o n v o l u t i o n -  

F o u r i e r  t r a n s f o r m  r e l a t i o n s h i p  a r e  o f f e r e d  b y  Goodman ( 2 3 )  

B )  L i n e a r  O p t i c a l  S y s t e m s  

L i n e a r  i m a g i n g  s y s t e m s  a f f o r d  p a r a l l e l  p r o c e s s i n g ;  t h u s  

p r e v i o u s  n o t i o n s  m u s t  b e  e x t e n d e d  t o  t w o  d i m e n s i o n s  a n d  

a p p r o p r i a t e  n o m e n c l a t u r e  m u s t  b e  a p p l i e d ,  M o s t  o p t i c a l  

s y s t e m s  may b e  t h o u g h t  o f  a s  c o n s i s t i n g  o f  a n  i n p u t  p l a n e ,  a  

s y s t e m ,  a n d  a n  o u t p u t  p l a n e  ( s e e  F i g ,  2 3 1 ,  

T h e  o n e -  a n d  t w o - d i m e n s i o n a l  i m p u l s e  r e s p o n s e s  o f  s u c h  a  

s y s t e m  a r e  o p t i c a l l y  c a l l e d  t h e  p o i n t  s p r e a d  a n d  l i n e  s p r e a d  

f u n c t i o n s ,  w h i c h  a r e  o b t a i n e d  r e s p e c t i v e l y  f r o m  ( 3 - 1 3 )  a s  

a n d  

T h e  l i n e - s p r e a d  f u n c t i o n  i s  e m p l o y e d  w h e r e  o n e  d i m e n s i o n a l  

a n a l y s i s  l o s e s  n o  g e n e r a l i t y ,  

I n  t w o  d i m e n s i o n s ,  t h e  s u p e r p o s i t i o n  i n t e g r a l  b e c o m e s  

( f  r a m  ( 3 - 1 0 )  1 

a n d  c o n v o l u t i o n  f r o m  ( 3 - S l )  a n d  ( 3 - 1 2 )  





T h e  t w o  d i m e n s i o n a l  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i s  h e r e  r e p e a t e d  f r o m  

When F o u r i e r  t r a n s f o r m i n g  i s  d o n e  w i t h  a  t h i n  d o u b l e  

c o n v e x  l e n s ,  t h e  s p a t i a l  f r e q u e n c i e s  a r e  g i v e n  a s  

w h e r e  t h e  t r a n s f o r m  f a l l s  o n  t h e  ( x f , y f )  p l a n e .  

(1) I s o p l a n i c i t y  

O p t i c a l  s y s t e m  i n v a r i a n c e  i s  c a l l e d  s p a c e  i n v a r i a n c e  o r  

i s o p l a n i c i t y ,  F o r  i s o p l a n a t i c  s y s t e m s ,  a  s i n g l e  i m p u l s e  s u f f i c e s  

f o r  a  c o m p l e t e  s y s t e m  d e f i n i t i o n ,  I t  i s  i n d e e d  u n f o r t u n a t e  

t h a t  o p t i c a l  s y s t e m s  i n  g e n e r a l  a r e  s p a c e  v a r i a n t ,  

We p a u s e  h e r e  t o  c i t e  t w o  common o p t i c a l  s y s t e m s  w h i c h  

a r e  n o t  i s o p l a n a t i c  a n d  w h i c h  w i l l  h e n c e f o r t h  b e  u s e d  a s  r u n -  

n i n g  e x a m p l e s ,  

C o n s i d e r  f i r s t  a  s i m p l e  t h i n  L e n s  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r ,  T h e  

i m p u l s e  r e s p o n s e  f o r  s u c h  a  s y s t e m  i s  g i v e n  a s :  

A p p l y i n g  ( 3 - 3 0 )  a n d  ( 3 - 2 5 )  we w r i t e  t h e  p o i n t  s p r e a d  f u n c t i o n  a s :  



C l e a r l y  t h e  c o m p l e x  a r g u m e n t  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  c a n n o t  b e  

m a n i p u l a t e d  t o  p r o d u c e  h ( x  - < , y  -Pb). T h e  s y s t e m  i s  t h u s  

n o t  i s o p l a n a t i c ,  I t  i s  i n d e e d  i r o n i c  t h a t  t h e  F o u r i e r  t r a n s -  

f o r m i n g  o p e r a t i o n  u s e d  s o  w i d e l y  i n  t h e  s t u d y  o f  i n v a r i a n t  

l i n e a r  s y s t e m s  i s  i t s e l f  v a r i a n t ,  

A s e c o n d  common v a r i a n t  o p t i c a l  s y s t e m  i s  t h e  s i m p l e  

m a g n i f i e r ,  We h e r e  r e w r i t e  i t s  i n p u t - o u t p u t  r e l a t i o n s h i p  f r o m  

P l a c i n g  t h e  p o i n t  s o u r c e  6 ( x  - < . y - 1  o n  t h e  i n p u t  p l a n e ,  

we t h e n  h a v e  

H e r e  a g a i n  t h e r e  e x i s t s  n o  a l g e b r a i c  t r i c k e r y  t o  p r o d u c e  

h  ( x  - f y  - n )  e x c e p t  f o r  t h e  t r i v i a l  c a s e  o f  u n i t y  

m a g n i f i c a t i o n ,  

T h e  s p a c e  v a r i a n t  n a t u r e  o f  t h e s e  e l e m e n t a r y  o p t i c a l  s y s -  

tems s u g g e s t s  t h a t  m o s t  l i n e a r  o p t i c a l  s y s t e m s  a r e  i n d e e d  n o t  

i s o p l a n a t i c ,  



2 )  M e a s u r e m e n t  o f  s p a t i a l  v a r i a n c e  

I n  p r e v i o u s  n o t i o n s ,  a l i n e a r  s y s t e m  w a s  t a g g e d  d i s c r e t e l y  

a s  i n v a r i a n t  o r  v a r i a n t ,  A c l a s s i c  p a p e r  b y  L o h m a n n  a n d  P a r i s  (22) 

i n t r o d u c e s  t h e  i d e a  o f  r e l a t i v e  d e g r e e s  o f  i n v a r i a n c e  t o  l i n e a r  

s y s t e m s .  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  a t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  

t o  o n e - d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s ,  A l l  s y s t e m s  a r e  a s s u m e d  l i n e a r ,  

We b e g i n  b y  r e d e f i n i n g  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  a s  

( C o m p a r e  w i t h  3 - 2 5 ) ,  T h e r e  a r e  t w o  a d v a n t a g e s  t o  t h i s  n o t a t i o n ,  

F i r s t ,  w h e n  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  i s  n o  l o n g e r  a  f u n c t i o n  

o f  i t s  s e c o n d  a r g u m e n t ,  t h e  s y s t e m  i s  c o m p l e t e l y  i s o p l a n a t i c ,  

S e c o n d l y ,  i n  o r d e r  t o  e x t e n d  t h e  i d e a  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  

f r o m  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n s  o r i g i n a t i n g  f r o m  l i n e  s o u r c e s  n o t  

l o c a t e d  a t  t h e  o r i g i n ,  ve d e f i n e  f r o m  (3-20) a n d  4 3 - 3 4 )  

To b e g i n  a s s i g n m e n t  o f  v a r i o u s  d e g r e e s  o f  i s o p l a n i c b t y  t o  

l i n e a r  s y s t e m s ,  t h e  c r o s s - c o r r e l a t i o n  o f  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c -  

t i o n s  o r i g i n a t i n g  f r o m  l i n e  s o u r c e s  x l  a n d  x2 o n  t h e  i n p u t  p l a n e  

i s  d e f i n e d  a s  

T h e  d e g r e e  o f  s p a c e  i n v a r i a n c e  i s  t h e n  d e f i n e d  a s  



o r  e q u i v a l e n t l y  

S c h w a r z b  s i n q u a l i t y  may b e  w r i t t e n  a s  

w h e r e  X a n d  Y a r e  c o m p l e x  f u n c t i o n s  o f  f a n d  n . D i r e c t  

c o m p a r i s o n  w i t h  ( 3 - 3 8 )  g i v e s  

E q u a l i t y  i n  (3-391 i s  a c h i e v e d  w h e n  

T h u s  a  v a l u e  o f  u n i t y  i s  a s s i g n e d  when  

o r  e q u i v a l e n t l y  when t h e  s y s t e m  i s  i s o p l a n a t i c  i n  t h e  c o n v e n t i o n a l  

s e n s e ,  On t h e  o t h e r  h a n d  when &%= Q ,  t h e  s y s t e m  may b e  s a i d  Lo 

h a v e  n o  t r a c e  o f  i s o p l a n i c i t y ,  

To i n c l u d e  c a s e s  n o t  c o v e r e d  b y  ( 3 - 3 8 1 ,  w e  d e f i n e @ =  0 

i f  o n e  a n d  o n l y  o n e  o f  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n s  i s  z e r o ,  a n d  

V =  1 i f  b o t h  a r e  z e r o ,  

T h e  d e g r e e  o f  s p a c e  i n v a r i a n c e  may a l s o  b e  e x p r e s s e d  i n  

t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  i n  t e r m s  o f  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  P a r s e v a l q s  

t h e o r e m  s t a t e s :  



w h e r e  

I t  i s  e v i d e n t  t h a t  

a n d  c a n  b e  s h o w n  t h a t  

s o  t h a t  (3-38) b e c o m e s  

I t  h a s  b e e n  p o i n t e d  o u t  t h a t  t h e  E s h m a n n - P a r i s  m e t h o d  w i l l  

y i e l d  c o m p l e t e  i s o p l a n i c i t y  o n l y  i f  t h e  l i n e a r  s y s t e m  i s  

i s o p l a n a t i c  f o r  a l l  i n p u t s  ( 2 3 '  a F o r  e x a m p l e ,  d i r e c t  a p p l i c a t i o n  

s f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  d e g r e e  s f  i s o p l a n i c i t y  t o  b o t h  

t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r  a n d  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  f i v e s :  



T h i s  o c c u r s  d u e  t o  t h e  i n f i n i t e  i n t e g r a l  l i m i t s  i n  t h e  f r e -  

q u e n c y  o r  s p a t i a l  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  d e g r e e  sf s p a c e  v a r i a n c e ,  

w h i c h  i n  p r a c t i c e  d o  n o t  e x t e n d  o v e r  t h e  e n t i r e  p l a n e s ,  T h u s  

a p p r o p r i a t e  a p p l i c a t i o n s  o f  ( 3 - 3 8 )  a n d  ( 3 - 4 7 )  a r e  r e s p e c t i v e l y  

t o  o b j e c t  w i d t h  l i m i t e d  a n d  b a n d  l i m i t e d  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n s .  

When a n a l y t i c a l  c o m p u t a t i o n  o f  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n s  b e c o m e  

o v e r l y  c o m p l e x ,  a n  e x p e r i m e n t a l  m e t h o d  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  c r o s s -  

c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  g i v e n  b y  ( 3 - 3 6 )  i s  o f f e r e d  b y  L o h m a n n  a n d  

P a r i s  ( 2 2 )  

We now v e n t u r e  t o  d e r i v e  t h e  i s s p l a n i c i t y  sf t h e  s y s t e m s  

u s e d  h e r e i n  a s  r u n n i n g  e x a m p l e s ,  C o n s i d e r ,  f i r s t ,  t h e  s i m p l e  

m a g n i f i e r  w h i c h  i s  u s e d  s o l e l y  f o r  m a g n i f i c a t i o n  o f  b a n d - l i m i t e d  

f u n c t i o n s ,  R e d e f i n i n g  t h e  m a g n i f i e r "  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  

g 3 - 3 3 1 1  i n  terms o f  ( 3 - 3 4 )  g i v e s  

- ;  = 6 [ x - ~ r ~ l  4 3 - 4 9 )  

- U 6 [ ( x - $ 1 ) -  (M-1) 
o r  e q u i v a l e n t l y  

T h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f e r  f u n c t i o n  i s  t h e n  

A s s u m i n g  t h a t  we l i m i t  t h e  f r e q u e n c y  o f  a l l  i n p u t  f u n c t i o n s  t o  

b e  z e r o  o u t s i d e  t h e  i n t e r v a l  

- W  5 S x L W  ( 3 - 5 2 )  

a n d  n o t i n g  

\ 



we h a v e  f r o m  4 3 - 4 7 )  

E v a l u a t i o n  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  g i v e s  

w h e r e  

We n o t e  f r o m  4 3 - 5 5 ]  a s  b e f o r e ,  t h e  m a g n i f i e r  i s  c o m p l e t e l y  

i s o p l a n a t i c  f o r  t h e  c a s e  o f  u n i t  m a g n i f i c a t i o n ,  T h e  i s o p l a n i e i t y  

i s  a l s o  d i r e c t l y  a  f u n c t i o n  o f  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  l i n e s  o f  

i n t e r e s t  i n  t h e  i n p u t  p l a n e ,  M o t e  a l s o ,  i n  t h e  l i m i t  a s  W 

a p p r o a c h e s  i n f i n i t y ,  t h e  s t a t e m e n t  made i n  ( 3 - 4 8 )  i s  v e r i f i e d ,  

C o n s i d e r  now t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r ,  R e d e f i n i n g  t h e  l i n e  

s p r e a d  f u n c t i o n  ( 3 - 3 1 )  v i a  ( 3 - 3 4 )  w e  h a v e  

w h e r e  

o r  e q u i v a l e n t l y  
-& ?SS;X * ~ T F  ti ~ 1 .  

~ ( x ; x ; ) E  e w b  ( 3 - 5 8 )  



A 1 1  i n p u t  f u n c t i o n s  a r e  now r e s t r i c t e d  t o  t h e  i n t e r v a l  

- a 4 x  f a  
( 3 - 5 9 )  

S u b s t i t u t i n g  t h e  P i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  i n t o  t h e  s p a t i a l  e x p r e s s i o n  

f o r  t h e  d e g r e e  o f  s p a c e  v a r i a n c e  [ ( 3 - 3 8 9 ,  a n d  m a n i p u l a t i n g  g i v e s  

E v a l u a t i o n  o f  43-60)  g i v e s  

T h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  s p a c e  v a r i a n c e  o f  t h e  o p t i c a l  F o u r i e r  

t r a n s f o r m e r  i s  s e e n  t o  c h a n g e  m a r e  q u j e k l y  w i t h  ( x l  - x21 t h a n  

t h a t  o f  t h e  m a g n i f i e r  d u e  t o  t h e  s m a l l  v a l u e  o f  h f ,  w h i c h  h a s  

a n  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  10-' m e t e r s  s q u a r e d  f o r  v i s i b l e  f i g h t .  

N o t e  h e r e ,  a s  a l w a y s ,  

A f i n a l  i s o p l a n a t i c  m e a s u r e  o f f e r e d  b y  Lohmann a n d  P a r i s  ( 2 2 )  

a s s i g n s  a  n u m e r i c a l  v a l u e  t o  a  s y s t e m P s  s p a c e  v a r i a n c e ,  The  

a v e r a g e  d e g r e e  o f  i s o p l a n i c i t y  i s  d e f i n e d  a s  

J,S @ ( K , , x , ) ~  x * d x i  

w h e r e  i n t e g r a t i o n  i s  o v e r  a  r e g i o n  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  i n p u t  

p l a n e ,  I n  a f a s h i o n  s i m i l a r  t o  t h a t  e m p l o y e d  e a r l i e r  i n  t h i s  

s e c t i o n ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  

63 -64] ,  



c )  T h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  

No m a t t e r  w h a t  d e g r e e  o f  i s s p l a n i c i t y  i s  a s s i g n e d  t o  a  

v a r i a n t  l i n e a r  s y s t e m ,  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  s p r e a d  f u n c t i o n s  

i s  n e e d e d  f o r  c o m p l e t e  s y s t e m  d e f i n i t i o n ,  T h o s e  s y s t e m s ,  how- 

e v e r ,  w h o s e  s p a c e  v a r i a n c e  c h a n g e s  s l o w l y  o v e r  a  s m a l l  i n c r e m e n t  

i n  t h e  i n p u t  p l a n e  may b e  a p p r o x i m a t e d  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c ,  

I n  e s s e n c e ,  t h e  s p a c e  v a r i a n t  s y s t e m  i s  d i v i d e d  i n t o  a  n u m b e r  

o f  i s o p l a n a t i c  s y s t e m s ,  e a c h  s p e c i f i e d  b y  a  p a t c h  o n  t h e  i n p u t  

p l a n e ,  Lohmann a n d  P a r i s  '"' a f t e r  F e l l g e t t  a n d  L i n f o o t .  

d e f i n e  s u c h  a n  i s o p l a n a t i c  p a t c h  f r o m  

w h e r e  E i s  t h e  maximum m a g n i t u d e  c h a n g e  i n  i s o p l a n i c i t y  

a l l o w e d  a  p a t c h .  

We now e x p l o r e  t h e  m o d e l i n g  o f  a  s p a c e  v a r i a n t  l i n e a r  

s y s t e m  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n s e -  

q u e n c e s ,  

( I 1  The  s y s t e m  m o d e l  

I n  g e n e r a l  t e r m s ,  t h e  i n p u t  p l a n e  o f  a s p a c e  v a r i a n t  

s y s t e m  may b e  e x p r e s s e d  a s  

w h e r e  

a n d  



T h e  n* s p a t i a l  p u l s e  i n  ( 3 - 6 6 )  r e p r e s e n t s  t h e  l o c a t i o n  o f  

t h e  n t h  - i s o p l a n a t i c  p a t c h  c e n t e r e d  a t  x = x, a n d  w i t h  w i d t h  

2 b x , .  S u m m a t i o n  i s  a s s u m e d  t o  c o v e r  t h e  r e g i o n  o f  i n t e r e s t  

o n  t h e  i n p u t  p l a n e .  T h e  c r i t e r i o n  i n  ( 3 - 6 8 )  i s  m a d e  t o  i n s u r e  

t h a t  t h e r e  a r e  n o  " h o b e s " ,  o r  o v e r l a p  b e t w e e n  t w o  a d j a c e n t  

i s o p l a n a t i c  p a t c h e s .  

I n  o r d e r  t o  c o m p l e t e l y  d e f i n e  a  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

s y s t e m ,  k n o w l e d g e  o f  t h e  s p r e a d - f u n c t i o n  o f  e a c h  p a t c h  n e e d s  t o  

b e  k n o w n ,  We a s s u m e  l i n e  s o u r c e s  a r e  p l a c e d  c o n v e n i e n t l y  a t  

t h e  m i d p o i n t s  o f  e a c h  p a t c h  a t  x, a n d  we h a v e  k n o w l e d g e  o f  

h ( * - x , ;  x , )  Ei C ~ c x - x ~ ) ]  ( 3 - 6 9 )  

f o r  a l l  n, 

c o n s i d e r e d  now i s  t h e  i n p u t - o u t p u t  r e l a t i o n s h i p  o f  a p i e c e -  

w i s e  i s o p l a n a t i c  s y s t e m ,  An i n p u t  f u n c t i o n  g ( x )  m u s t  f i r s t  b e  

d i v i d e d  i n t o  i s o p l a n a t i c  r e g i o n s ,  S p e c i f i c a l l y  

w h e r e  

~ @ ( x - K " )  = g < x )  r e c t  
(3 -719  

o r  e q u i v a l e n t l y  

N o t e  t h a t ,  b y  d e f i n i t i o n ,  e a c h  g n ( x l  i s  c e n t e r e d  a t  t h e  o r i g i n  

( F i g ,  241,  A l s o  t o  b e  n o t e d  i s  t h e  a n a l o g y  b e t w e e n  t h e  ' Y u u c t i o n  

s i f t i n g "  i n  ( 3 - 7 1 1  a n d  t h e  s i f t i n g  p r o p e r t y  o f  t h e  D i r a c  D e l t a  

3 -5 11, 





To determine the output o f  a piecewise isoplanatic system, 

due to an input gcx)  the system operator [ ( 3 - l 1 ]  

is recalled, Substitution of ( 3 - 7 0 1  into ( 3 - 1 )  gives 

The system is assumed linear so that the principle of super- 

position [(3--31] may be applied: 

Each argument of the system operator is now isoplanatic and 

can be expressed via the convolution integral [(3--$2fi. That is: 

or in shorthand form, from ( 3 - 1 4 )  

Substituting into ( 3 - 7 5 )  gives 

or equivalently from ( 3 - 1 8 )  

The input-output relationship o f  a piecewise isoplanatic 

system c a n  thus be expressed as a superposition of convaLuLisns, 

and is the hybrid of variance and invariance, For example, one 

heuristically sees 



t h a t  i s ,  t h e  s y s t e m  b e c o m e s  c o m p l e t e l y  s p a c e  v a r i a n t  a s  t h e  

w i d t h  o f  e a c h  i s o p l a n a t i c  p a t c h  a p p r o a c h e s  z e r o ,  T h i s  n e c e s -  

s i t a t e s  s y s t e m  d e s c r i p t i o n  s o l e l y  b y  s u p e r p o s i t i o n ,  

The  i d e a s  p r e s e n t e d  b y  Lohmann a n d  P a r i s  c a n  now b e  s e e n  

a s  p o s s i b l e  c r i t e r i a  f o r  d e t e r m i n i n g  w h i c h  i n v a r i a n t  l i n e a r  

s y s t e m s  c a n  b e  s u c c e s s f u l l y  m o d e l e d  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a d i c ,  

T h e  i n p u t - o u t p u t  r e l a t i o n s h i p  o f  a  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

s y s t e m  may a l s o  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n ,  F r o m  

t h e  s h i f t  t h e o r e m  [(3-2311 a n d  t h e  c o n v o l u t i o n - F o u r i e r  t r a n s f o r m  

r e l a t i o n s h i p ,  t h e  f r e q u e n c y  e x p r e s s i o n  f o r  b o t h  ( 3 - 7 7 1  a n d  

w h e r e  

a n d  

W p r o b l e m  e n c o u n t e r e d  i n  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  p i e c e w i s e  

i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  i s  a v o i d a n c e  o f  t h e  n G  i s o p l a n a t i c  

r e g i o n  t r a n s f o r m  f r o m  m u l t i p l y i n g  o t h e r  t h a n  t h e  a 2  t r a n s f e r  

f u n c t i o n .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  we f o r m u l a t e  t h e  c r o s s - t a l k  e l i m i n a -  

t i o n  c r i t e r i o n  a s  

~ ( S X i x n )  Gm(E,)-o l F  m f  Q 



( 2 )  C o n s e q u e n c e s  o f  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  

T h e  e f f e c t s  o f  m o d e l i n g  a s y s t e m  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

a r e  b e s t  i l l u s t r a t e d  b y  e x a m p l e .  

C o n s i d e r  f i r s t  t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r ,  We c o n v e n i e n t l y  

c h o o s e  f o r  a n  i n p u t  ( F i g .  2 5 a )  

w h e r e  t h e  r e c t  f u n c t i o n  i s  g i v e n  b y  ( 3 - 6 9 1 ,  F r o m  t h e  i n p u t -  

o u t p u t  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r  [ ( l - l 8 ) ]  o n e  w o u l d  

e x p e c t  a n  o u t p u t  ( F i g .  2 5 ~ )  

I n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n ,  

t h e  i n p u t  i s  d i v i d e d  i n t o  2 k  + % i s o p l a n a t i c  p a t c h e s ,  a P I  o f  

w i d t h  2 h x ,  c e n t e r e d  a t  

3 g n "  2 Q a X  ( 3 - 8 6 )  

N + t i n g  t h a t  

Q L  ( l l l + l ) h X  

we t h e n  h a v e  

s o  t h a t  f r o m  ( 3 - 7 2 1  

F r o m  ( 3 - 5 8 ) t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  f o r  t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r  



F r o m  ( 3 - 7 8 l - t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  

o u t p u t  i s  t h u s  

T h r o u g h  t h e  s i f t i n g  p r o p e r t y  o f  t h e  D i r a c  D e l t a  a n d  t h e  c o n -  

v o l u t i o n  i n t e g r a l ,  i t  may b e  s h o w n  t h a t  

T h u s ,  (3-911 b e c o m e s  
F 

' T h e  c a s e s  f o r  ( M I  > 1 a n d  f C[MIL f a r e  i l l u s t r a t e d  

r e s p e c t i v e l y  i n  F i g u r e s  2 5 d  a n d  e ,  I n  b o t h  c a s e s  o n e  c a n  s e e  

t h e  a t t e m p t s  o f  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  t o  m i m i c  

t h e  t r u e  o u t p u t  i n  terms o f  w i d t h  a n d  a r e a ,  

A g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  p i e e e w i s e  i s s p l a n a t i e  m a g n i f i e r ' s  

o u t p u t  f o l l o w s ,  S u b s t i t u t i o n  o f  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c L i o n  ((3-9011 

i n t o  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  [(3-181% g i v e s  

o r  e q u i v a l e n t l y ,  f r o m  (3-721 

N o t i n g  (3-921,  t h e  f i n a l  d e s i r e d  r e l a t i o n s h i p  i s  







K e r e  a g a i n ,  e a c h  i s o p l a n a t i c  p a t c h  i s  " m a g n i f i e d "  b y  b e i n g  

s h i f t e d  b y  a  f a c t o r  o f  Mx, ( F i g ,  2 6 1 ,  

N e x t  t o  b e  e x p l o r e d  i s  t h e  c o n s e q u e n c e  o f  m o d e l i n g  t h e  

F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c ,  We b e g i n  b y  

a s s u m i n g  t h e  r e c t  f u n c t i o n  i n p u t  a s  b e f o r e  [(3-8411 w i t h  g e n e r a l -  

i z a t i o n  t o  f o l l o w ,  F r o m  t h e  F o u r i e r  i n t e g r a l  81-39)], i t  may b e  

s h o w n  t h a t  

F r o m  t h e  s i m i l a r i t y  t h e o r e m  [(3--221] o n e  w o u l d  t h e n  e x p e c t  a n  

o u t p u t  sf 

w h e r e  we h a v e  e m p l o y e d  t h e  s p a t i a l  e q u i v a l e n c e  t o  f r e q u e n c y  

E1-368 f o r  n o t a t i o n a l  c o n s i s t e n c y ,  

The  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  o f  t h e  n a  i s a p l a n a t i c  p a t c h  i s  

# 3-5812; 

F r o m  t h e  r e c u r r e n c e  t h e o r e m ,  3-2411, t h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  i s  





w h e r e  

I f  we c h o o s e  t o  d l v i d e  t h e  i n p u t  r e c t  f u n c t i o n  i n  t h e  s a m e  

m a n n e r  a s  b e f o r e  r(3-895 t h e  s i m i l a r i t y  t h e o r e m  d i c t a t e s  

S u b s t i t u t i n g  t h i s  i s o p l a n a t i c  p a t c h  s p e c t r u m  a n d  t h e  t r a n s -  

f e r  f u n c t i o n  t(3-100$ i n t o  t h e  f r e q u e n c y  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  r(3-8013 g i v e s  

Due  t o  t h e  D e l t a  f u n c t i o n ,  e a c h  term i s  n o n - z e r o  o n l y  when  

T h u s ,  ( 3 - 1 8 3 )  b e c o m e s  

I n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  g i v e s  

e q u a t i o n  (3-106) b e c o m e s  



o r ,  e q u i v a l e n t l y ,  f r o m  ( 3 - 8 6 )  and  ( 3 - 1 0 I 3  

T h i s  i s  t h e  f i n a l  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  

F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  a  s p a t i a l  p u l s e .  I n  t h e  l i m i t ,  a s  k 

a p p r o a c h e s  i n f i n i t y ,  o n e  would e x p e c t  ( 3 - 1 0 8 1  Lo become t h e  t r u e  

s i n c  o u t p u t  g i v e n  i n  ( 3 - 1 0 2 1 ,  T h i s  i s  g r a p h i c a l l y  i l l u s t r a t e d  

i n  F i g ,  2 7  w h e r e  (3 -1081  i s  p l o t t e d  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  k ,  

The c o m p u t e r  p r o g r a m  f r o m  w h i c h  t h e s e  c u r v e s  w e r e  g e n e r a t e d  i s  

o f f e r e d  i n  t h e  a p p e n d i x ,  

The g e n e r a l i z e d  i n p u t - o u t p u t  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  p i e c e w i s e  

i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  f o l l o w s ,  

From ( 3 - 7 2 )  w e  w r i t e  





S u b s t i t u t i n g  t h i s  a n d  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r "  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  &3-10011 i n t o  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  

p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  k3-80fl g i v e s  

o r  e q u i v a l e n t l y  i n  t h e  s p a t i a l  d o m a i n  

T h e r e  e x i s t s  a n  i n t e r e s t i n g  a n a l o g y  t o  t h e  p i e c e w i s e  i s o -  

p l a n a t i s  a p p r o x i m a t i o n  sf t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  a n d  t h e  

F o u r i e r  s e r i e s  e x p a n s i o n  o f  a  f u n c t i o n ,  Any p e r i o d i c  f u n c t i o n  

Q w )  w i t h  f u n d a m e n t a l  f r e q u e n c y  f ,  may b e  e x p r e s s e d  a s  

w h e r e  

a n d  w h e r e  t h e  p e r i o d i c  n a t u r e  o f  g a n  (x) i s  a s s u r e d  b y  



The  & , c o e f f i c i e n t  i s  r e c o g n i z e d  a s  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  

s f  a  s i n g l e  p e r i o d  o f  g @ n  QIg) e v a l u a t e d  a t  n f ,  a n d  may b e  

w r i t t e n  a s  

w h e r e  f e p ( ~ )  i s  a  s i n g l e  p e r i o d  of  e n  

a n d  x o  i s  c o n s t a n t .  

The  f r e q u e n c y  d o m a i n  e q u i v a l e n t  o f  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  

e x p r e s s i o n  [ ( 3 - l l 2 g  i s  

S u b s t i t u t i o n  o f  ( 3 - 1 1 5 )  g i v e s  

N o t e  t h e  s t r i k i n g  c o m p u t a t i o n a l  s i m i l a r i t i e s  b e t w e e n  t h e  

F o u r i e r  s e r i e s  [(3-1181] a n d  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i e  a p p r o x i m a t i o n  

s y n t h e s i s  R 3 - 9 8 0 0  o f  a  f u n c t i o n ,  B o t h  r e l a t i o n s h i p s  a r e  e x p r e s s e d  

i n  t h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  a s  a n  i m p u l s e  c h a i n  w e i g h t e d  b y  a  F o u r i e r  

t r a n s f o r m  e x p r e s s i o n  o f  t h e  d e s c r i b e d  f u n c t i o n ,  A n o t a b l e  d i f -  

f e r e n c e  i s  t h e  l i m i t a t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  s e r i e s  t o  d e s c r i b e  

n o n - p e r i o d i c  f u n c t i o n s  w h i c h  a r e  z e r o  o u t s i d e  a  c e r t a i n  

f i n i t e  i n t e r v a l ,  S u c h  i s  n o t  t h e  c a s e  f o r  t h e  p i e c e w i s e  i s o -  

p l a n a t i c  s y n t h e s i s ,  A n o t h e r  n o t a b l e  d i f f e r e n c e  i s  t h e  F o u r i e r  



s e r i e s b m p l o y m e n t  o f  h a r m o n i e s  f o r  f u n c t i o n  s y n t h e s i s .  F o r  

n o n - u n i f o r m  i s u p l a n a t i c  p a t c h  c a l i b r a t i o n  ( h a  x n  $ c o n s t a n t  

f o r  a l l  n )  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e  f o r  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

s y n t h e s i s .  

( 3 )  I s o p l a n a t i c  l i n e a r  s y s t e m s  

We now e x a m i n e  t h e  e f f e c t s  o f  m o d e l i n g  a n  i s o p l a n a t i c  

l i n e a r  s y s t e m  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c .  T h e  m o s t  o b v i o u s  o f  

i s o p l a n a t i c  s y s t e m s  a r e  t h o s e  p e r f o r m i n g  o p e r a t i o n s  e n c o u n t e r e d  

i n  e l e m e n t a r y  c a l c u l u s ,  C o n s i d e r  f i r s t  t h e  i n t e g r a t o r ,  w h i c h  

may  b e  e x p r e s s e d  i n  s y s t e m  n o t a t i o n  a s  

T h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  ( 3 - 3 4 )  o f  t h e  o p t i c a l  i n t e g r a t o r  i s  t h e n  

w h e r e ) ( x )  i s  t h e  u n i t  s t e p  f u n c t i o n .  We see  t h a t  t h e  o p t i c a l  

i n t e g r a t o r  i s  i s o p l a n a t i c ,  s i n c e  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  i s  

s o l e l y  a  f u n c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e  ( x  - x , ) ,  T h e  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  o f  t h e  i n t e g r a t o r  i s  



The optical differentiator is also issplanatic, with an 

input-output relation given as 

The differentiator's line spread function is then 

where &'(XI represents the unit doublet ' 2 4 ) s  The unit doublet 

may be defined through an operation analogous to the sifting 

property of the Dirac Delta [ ( 3 - - 5 g '  

The transfer function of the differentiatar is 

From the above considerations, one may generalize transfer 

functions for multiple integration and differentiation* A 1 1  



An intuitively comforting relationship is the equivalence 
rJ 

of %.bland $(XI where a system is completely isoplanatic. 

For such systems 

h $ x ; x n " 8  Mhtw) ( 3 - 1 2 7 )  

The piecewise isoplanatie approximation @3-9"93 then becomes 

Through the commutative l(3-152 and distributive r(3-1.713 

properties of the convolution operation 

which from (3-701 reduces to 

This i s  the promised result, 

We now examine the equivalence of the piecewise isoplana- 

tic approximation far the specific cases of integrator and dif- 

ferentiator, For the former, we have from (3-1281 and (3-120) 

or equivalently 

Each region is thus integrated, A geometrical j llusGraLion of 

this process is offered in Fig, 28a for the case of a spatial 

pulse divided into three arbitrary isoplanatic regions, 



T h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  a l l  p r o c e s s e d  p a t c h e s  i s  s e e n  to p r o d u c e  

t h e  t r u e  i n t e g r a t o r  o u t p u t ,  

T h e  s a m e  p r e d i c t e d  e q u i v a  l e n c e  of t r u e  and a p p r o x i m a  Led 

o u t p u t  o c c u r s  w i t h  t h e  i n v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t o r ,  S u b s t i t u t i o n  

of 43-123)  i n t o  43-128)  g i v e s  

o r  e q u i v a l e n t l y  

F r o m  43-71)  

s i n c e  

T h e  na proces s e d  p a t c h  ( t h e  n G  t e r m  i n  3-E29)  m a y  be w r i t t e n  







I n  t h e  s u m m a t i o n  p r o c e s s  i n  ( 3 - 1 2 9 1 ,  t h e  u n w a n t e d  d e l t a  t e r m s  

i n  ( 3 - 1 3 1 1  c a n c e l  f r o m  c o r r e s p o n d i n g  d e l t a  t e r m s  g e n e r a  bed i n  

a d j a c e n t  p a t c h e s .  T h i s  o c c u r s  b e c a u s e  we h a v e  a l r e a d y  s p e e i -  

S i e d  i n  ( 3 - 6 8 )  t h a t  

An i l l u s t r a t i o n  o f  t h i s  p r o c e s s  f o r  t h e  s p e c i f i c  c a s e  o f  a  

s p a t i a l  p u l s e  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  i s o p l a n a t i c  r e g i o n s  i s  o f f e r e d  

i n  F i g ,  2 8 b .  A g a i n ,  t h e  a p p r o x i m a t e d  o u t p u t  i s  e q u i v a l e n t  t o  

t h e  t r u e  o u t p u t  d u e  t o  t h e  i s o p l a n a t i c  n a t u r e  o f  t h e  s y s t e m ,  

( 4 )  G e n e r a l i z a t i o n s  a n d  r e f l e c t i o n s  

T h e  p r e c e d i n g  m e t h o d s  o f  a n a l y s i s  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  c o n -  

s e q u e n c e s  o f  m o d e l i n g  t h e  m a g n i f i e r  a n d  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  

a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  may b e  d i r e c t l y  a p p l i e d  t o  a n y  i n v a r i a n t  

l i n e a r  s y s t e m ,  T h e  f o l l o w i n g  i s  a  g e n e r a l i z e d  s u m m a r y  o f  t h i s  

t e c h n i q u e :  

I )  D i v i d e  t h e  s y s t e m  i n t o  a  n u m b e r  o f  n o n - o v e r l a p p i n g  

i n v a r i a n t  r e g i o n s .  F o r  e x a m p l e ,  o p t i c a l  s y s t e m  i n -  

p u t s  a r e  d i v i d e d  i n t o  i s o p l a n a t i c  p a t c h e s ,  A l i n e a r  

i n v a r i a n t  c i r c u i t  i n p u t  w o u l d  b e  d i v i d e d  i n t o  a n u m b e r  

o f  i n v a r i a n t  t i m e  i n t e r v a l s ,  

2 )  F i n d  t h e  i m p u l s e  r e s p o n s e  ( a n d  t h u s  t h e  t r a n s f e r  f u n c -  

t i o n )  o f  e a c h  r e g i o n ,  T h i s  i s  d o n e  b y  p l a c i n g  a n  i m -  

p u l s e  w i t h i n  t h e  n t h  r e g i o n  a t  t h e  s y s t e m "  i n p u t  a n d  

n o t i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o u t p u t ,  



31 D i v i d e  a n  a r b i t r a r y  i n p u t  f u n c t i o n  i n t o  i n v a r i a n t  

r e g i o n s  a s  i n  ( 1 1 ,  C o n v o l v e  e a c h  r e g i o n  w i t h  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  i m p u l s e  r e s p o n s e ,  The  s u m m a t i o n  o f  

a l l  p r o c e s s e d  r e g i o n s  i s  t h e  p i e c e w i s e  i n v a r i a n t  

a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  o u t p u t ,  

4 )  D e t e r m i n e  t h e  t r u e  o u t p u t  o f  t h e  l i n e a r  s y s t e m  b y  

m e a n s  o f  s u p e r p o s i t i o n  a n d  c o m p a r e  w i t h  t h e  a p p r o x i -  

m a t e d  o u t p u t  f o r  g o o d n e s s  o f  f i t ,  

T h e  p i e c e w i s e  i n v a r i a n t  a p p r o x i m a t i o n  i s  o n e  d i m e n s i o n a l  

w h e n  a p p l i e d  t o  l i n e a r  c i r c u i t r y  a n d  t w o  d i m e n s i o n a l  w h e n  a p -  

p l i e d  i n  o p t i c s ,  E x t e n s i o n  s u g g e s t s  g e n e r a l i z a t i o n  may b e  

a p p l i e d  t o  d e s c r i b e  a n y  v a r i a n t  l i n e a r  s y s t e m  i n  a n y  f i n i t e  

n u m b e r  s f  d i m e n s i o n s ,  

T h e  s y s t e m  a n a l y s i s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  n o t  com- 

p l e t e ,  T h e  f o l l o w i n g  t o p i c s  a r e  i n  n e e d  o f  f u r t h e r  i n v e s t i -  

g a t i o n  c o n c e r n i n g  t h e  p i e c e w i s e  i s s p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n :  

I) A m e a s u r e  o f  t h e  r a t e  t h a t  a  g i v e n  p i e c e w i s e  i s o -  

p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  a p p r o a c h e s  t h e  t r u e  o u t p u t  i s  

n e e d e d ,  

2 )  A l l o w a n c e  f o r  a r b i t r a r y  i s o p l a n a t i c  p a t c h  w i d t h  

h a s  b e e n  a l l o w e d  i n  t h i s  s e c t i o n ,  Some p a t c h  d i s t r i -  

b u t i o n s  w o u l d  s e e m  Lo p r o d u c e  b e t t e r  o u t p u t  a p p r o x i -  

m a t i o n s  t h a n  o t h e r s ,  T h i s  s u g g e s t s  a n  i n v e s t i g a t i o n  

o f  o p t i m a l  i s o p l a n a t i c  p a t c h  c a l i b r a  t i s n ,  



3 )  A l l  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n s  i n  t h i s  s e c t i o n  were f o u n d  

f r o m  t h e  s y s t e m  r e s p o n s e  t o  a n  i m p u l s e  p l a c e d  a t  t h e  

m i d p o i n t  o f  e a c h  i s o p l a n a t i c  p a t c h  w h i l e  t h e  v e r y  

n a t u r e  o f  i s o p l a n i c i t y  s u g g e s t s  t h e  s p r e a d  f u n c t i o n  

may  b e  f o u n d  f r o m  a n  i m p u l s e  p l a c e d  a n y w h e r e  w i t h i n  

t h e  p a t c h ,  T h i s  r e f l e c t i o n  s u g g e s t s  a  s t u d y  o f  t h e  

o p t i m a l  p l a c e m e n t  o f  t h e  i m p u l s e  i n  e a c h  i s o p l a n a t i c  

r e g i o n .  

4 )  L a s t l y ,  a  m e t h o d  t o  d e t e r m i n e  w h i c h  s y s t e m s  may  b e  s u e -  

c e s s f u l l y  m o d e l e d  a s  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  i s  n e e d e d ,  

A p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e s e  p r o b l e m s  r e s t s  i n  t h e  s y s t e m  

t h e o r y  p r e s e n t e d  b y  L o h m a n n  a n d  P a r i s  ( 2 2 )  
A n o t h e r  p o s s i b l e  

m e t h o d  c o u l d  a r i s e  f r o m  c o m p a r i s o n  o f  t h e  t r u e  a n d  a p p r o x i m a t e d  

o u t p u t s .  To d a t e ,  t h e  a u t h o r "  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e s e  m e t h o d s  

h a s  o n l y  b e e n  m i l d l y  s u c c e s s f u l ,  

A f i n a l  n o t e  o f  i n t e r e s t  r e s t s  i n  t h e  a m o u n t  o f  i n f o r m a t i o n  

n e e d e d  t o  d e f i n e  a  p i e c e w i s e  i s a p l a n a t i c  s y s t e m .  As p r e v i o u s l y  

s t a t e d ,  a  g e n e r a l  n o n - l i n e a r  s y s t e m  d e m a n d s  k n o w l e d g e  o f  e v e r y  

o u t p u t  f o r  e v e r y  i n p u t .  T h e  i n f i n i t y  o f  d e f i n i n g  r e l a t i o n s h i p  

n e e d e d  i s  o f  t h e  h i g h e s t  o r d e r  i n t u i t i v e l y  c o n c e i v a b l e ,  c o n s t i t u t -  

i n g  a  o n e - t o - o n e  m a p p i n g  w i t h  t h e  s e t  o f  a l l  g e o m e t r i c a l  c u r v e s ,  

A s s u m p t i o n  o f  l i n e a r i t y  d e c r e a s e s  t h e  o r d e r  o f  t h e  i n f i n i t y  o f  

d e f i n i n g  r e l a t i o n s h i p s  w h i c h  now may  b e  m a p p e d  o n  a o n e - t o - o n e  

b a s i s  w i t h  t h e  s e t  o f  a l l  r e a l  n u m b e r s ,  A p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

l i n e a r  s y s t e m  ( f o r  w h i c h  o n e  i s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  e n t i r e  i n p u t  

p l a n e )  a l s o  d e m a n d s  a n  i n f i n i t y  o f  d e f i n i n g  r e l a t i o n s h i p s ,  



T h i s  p a r t i c u l a r  i n f i n i t y ,  h o w e v e r ,  h a s  a  o n e - t o - o n e  m a p p i n g  

w i t h  t h e  p o s i t i v e  i n t e g e r s  a n d  i s  t h u s  a n  o r d e r  b e l o w  t h a t  

d e m a n d e d  s o l e l y  b y  a s s u m p t i o n  o f  l i n e a r i t y ,  L a s t l y ,  i f  a  

s y s t e m  i s  b o t h  l i n e a r  a n d  i n v a r i a n t ,  o n l y  a  s i n g l e  d e f i n i n g  

r e l a t i o n s h i p  C t h e  s p r e a d  f u n c t i o n )  i s  n e e d e d  f o r  c o m p l e t e  

s y s t e m  d e f i n i t i o n ,  

H a v i n g  e x p l o r e d  t h e s e  p u r e  m a t h e m a t i c a l  c u r i o s i t i e s  o f  

s y s t e m  a n a l y s i s ,  we now e x p l o r e  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  i m p l e m e n t i n g  

t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  t h r o u g h  h o l o g r a p h i c  

t e c h n i q u e s ,  

I V ,  R e c o r d i n g  T h e o r y  a n d  I m p l e m e n t a t i o n  

W i t h  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  t h i n  l e n s ,  t h e  c o n c e p t s  o f  

p l a n a r  a n d  v o l u m e  h o l o g r a p h y ,  a n d  a n  u n d e r s t a n d i n g  o f  P i n e a r  

o p t i c a l  s y s t e m s ,  we v e n t u r e  now t o  d e r i v e  a n d  i m p l e m e n t  p r o c e d u r e s  

f o r  h e l o g r a p h i c a l l y  r e c o r d i n g  s p a c e  v a r i a n t  l i n e a r  s y s t e m s ,  e x -  

p l o r i n g  t h e  c o n s e q u e n c e s ,  l i m i t a t i o n s ,  a n d  i m p l e m e n t a t i o n  

p r o b l e m s  o f  e a c h ,  

A )  G e n e r a t i n g  S p r e a d  a n d  T r a n s f e r  F u n c t i o n s  

To t h i s  p o i n t ,  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  

t o  a n a l y z e  t h e  l i n e a r  o p t i c a l  s y s t e m ,  M e t h o d s  s f  r e a l i z a t i o n  

o f  t h e s e  c o n c e p t s  a r e  now p r e s e n t e d .  

C l )  T h e  D i r a c  D e l t a  a n d  s p r e a d  f u n c t i o n s ,  

T h e  t w o  d i m e n s i o n a l  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  p o i n t  s p r e a d  

f u n c t i o n  [~3-341] i s  



T h e  D i r a c  D e l t a  i s  u s e d  h e r e  a n d  e l s e w h e r e  i n  s y s t e m  a n a l y s i s  

p r i m a r i l y  f o r  m a t h e m a t i c a l  c o n v e n i e n c e ,  T h e  p h y s i c a l  e x i s t e n c e  

o f  s u c h  a  f u n c t i o n  i s  i m p a s s i b l e  d u e  t o  i t s  i n g i i i ~ f ?  " h e i g h t "  

a n d  d i s c o n t i n u i t y ,  

W f a i r  o p t i c a l  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  D i r a c  D e l t a  may  b e  

m a d e  b y  f o c u s i n g  a  p l a n e  w a v e  t o  a  " p o i n t "  w i t h  a  t h i n  l e n s  

( F i g ,  2 9 1 ,  N o t i n g  t h a t  t h e  t h i n  l e n s  i s  c i r c u J a r ,  we d e f i n e  

T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  f i e l d  i n  t h e  b a c k  

f o c a l  p l a n e  i s  

w h e r e  a i s  t h e  l e n s  r a d i u s ,  J i s  t h e  B e s s e l  F u n c t i o n  o f  
k 

t h e  f i r s t  k i n d ,  o r d e r  o n e ,  a n d  

G o o d m a n  o f f e r s  t h e  f o l l o w i n g  p o s s i b l e  d e f i n i t i o n  o f  

t h e  D i r a c  D e l t a  

T h e  f o c u s e d  p l a n e  w a v e  t h u s  s u f f i c e s  f o r  a  D i r a c  D e l t a ,  f o r  

s u f f i c i e n t l y  l a r g e  v a l u e s  o f  a ,  

T h e  p o i n t  s p r e a d  f u n c t i o n ,  ( 4 - 1 1 ,  may  e a s i l y  b e  r e a l i z e d  

w i t h  b ( x  - x y - y n )  a t  o n e ' s  d i s p o s a l .  R e c a l l i n g  t h e  g e n -  
n "  

e r a 1  o p t i c a l  s y s t e m  m a d e 1  p i c t u r e d  i n  F i g ,  2 3 ,  o n e  n e e d  m e r e l y  

" f o c u s "  a  p o i n t  s o u r c e  o n  t h e  i n p u t  p l a n e  a t  ( x n , y n ) .  T h e  f i e l d  





d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  o u t p u t  p l a n e  i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p o i n t  

s p r e a d  f u n c t i o n ,  ( F i g ,  3 0 ) -  

G e n e r a t i o n  s f  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  i s  p o s s i b l e  i n  

a n  a n a l o g o u s  m a n n e r  e m p l o y i n g  a  d o u b l e  c o n v e x  c y l i n d r i c a l  

( a s  o p p o s e d  t o  s p h e r i c a l )  l e n s ,  S u c h  a  l e n s  w o u l d  e s s e n t i a l l y  

f o c u s  a n  i n c i d e n t  u n i t  a m p l i t u d e  p l a n e  w a v e  t o  o n  i t s  

b a c k  f o c a l  p l a n e  a n d  p e r f o r m  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  i n  t h e  s e n s e  

I n  o r d e r  t o  c o m p l e t e l y  s p e c i f y  a  v a r i a n t  s y s t e m ,  p o i n t  s p r e a d  

f u n c t i o n s  f r o m  e a c h  i s o p l a n a t i c  p a t c h  n e e d  t o  b e  k n o w n ,  

I n t u i t i v e l y ,  t h i s  i n f o r m a t i o n  w o u l d  b e  i n c l u d e d  f r o m  a  know- 

l e d g e  o f  t h e  r e s p o n s e s  o f  " c r i s s - c r o s s e d "  P i n e  s o u r c e s  o n  t h e  

s y s t e m  i n p u t ,  r e d u c i n g  t h e  n u m b e r  o f  d e f i n i n g  s p r e a d  f u n c t i o n s  

b y  t w i c e  a  s q u a r e  r o o t ,  T h i s  h y p o t h e s i s  i s  l e f t  f o r  f u t u r e  

c o n s i d e r a t i o n ,  

( 2 )  The  t r a n s f e r  f u n c t i o n .  

One  p o s s i b l e  p r o c e d u r e  t o  d e t e r m i n e  t h e  t r a n s f e r  f u n c -  

t i o n  o f  a  l i n e a r  c i r c u i t  i s  t o  f i r s t  p l a c e  a n  i m p u l s e  a t  

t h e  c i r c u i t ' s  i n p u t  t e r m i n a l  a n d  t h e n  p e r f o r m  a  F o u r i e r  

t r a n s f o r m  o n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o u t p u t ,  T h i s  o p e r a t i o n  

f i n d s  s o m e  h a p p y  o p t i c a l  a n a l o g s  d u e  t o  t h e  F o u r i e r  t r a n s -  

f o r m i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  t h i n  l e n s ,  



PLANE 



I f  o n e  w e r e  t o  p e r f o r m  a  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  a  s y s t e m ' s  

P i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  w i t h  a  l e n s  c e n t e r e d  o n  t h e  s y s t e m  

a x i s ,  t h e  r e s u l t  w o u l d  b e  

w h e r e  we h a v e  a d o p t e d  t h e  n o t a t i o n  

To d e t e r m i n e  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m i n g  p r o p e r t i e s  o f  a  

P e n s  c e n t e r e d  a t  fx , ,  y m l ,  we d e f i n e  

w h e r e  

T h e  a d v a n t a g e s  t o  t h i s  n o t a t i o n  a r e  o b v i o u s  w h e n  o n e  n a t e s  

T h i s  i s ,  i n  f a c t ,  t h e  t r a n s f o r m  o f  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  

o f  a  s y s t e m  r e s u l t i n g  f r o m  a  l e n s  c e n t e r e d  a t  h n l y m ) .  

I n  t h e  m o s t  g e n e r a l  c a s e ,  t h e  t r a n s f o r m  o f  t h e  s h i f t e d  l i n e  

f u n c t i o n ,  ( 4 - 1 1 ,  w i t h  a  l e n s  c e n t e r e d  a t  ( a , b l  g i v e s  





w h e r e  t h e  n o t a t i o n  F ( x , y )  d e n o t e s  s h i f t e d  v e r s i o n s  o f  f ( x , y )  

p o s s i b l y  a c c o m p a n i e d  b y  a l i n e a r  o r  c o n s t a n t  m u l t i p l i c a t i v e  

p h a s e  f a c t o r ,  

As c a n  b e  s e e n ,  t h e r e  e x i s t  a  n u m b e r  o f  w a y s  t o  g e n e r a t e  

t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n s ,  I n  f u t u r e  c o n s i d e r a t i o n s ,  we 

c h o o s e  f r o m  t h i s  a b u n d a n c e  i n  a c c o r d a n c e  w i t h  n e e d ,  

(31 H o l o g r a p h i c  r e c o r d i n g  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  

a )  A v a i l a b i l i t y  o f  f o r m  

When h o l o g r a p h i c a l l y  r e c o r d e d ,  a  t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x -  

p r e s s i o n  may b e  f u r t h e r  a l t e r e d  b y  p h y s i c a l l y  s h i f t i n g  t h e  d e -  

v e l o p e d  h o l o g r a m  t o  d i f f e r e n t  r e c o n s t r u c t i o n  l o c a t i o n s .  Of 

a d d i t i o n a l  i n t e r e s t  i s  t h e  a l t e r i n g  o f  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  p h a s e  

t e r m  f r o m  t h e  r e f e r e n c e  b e a m  r e s u l t i n g  f r o m  t h i s  s h i f t i n g ,  

I n  o r d e r  t o  r e c o r d  t h e  m a g n i t u d e  a n d  p h a s e  o f  a n  i n f o r m a -  

t i o n  b e a r i n g  w a v e ,  a  r e f e r e n c e  b e a m  n e e d s  t o  b e  e m p l o y e d ,  T h e  

m o s t  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  a  r e f e r e n c e  b e a m  f o r  r e c o r d i n g  t h e  

n m u  t r a n s f e r  f u n c t i o n  w o u l d  b e  

I t  b e c o m e s  c o n v e n i e n t  t o  a s s i g n  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  r e f e r e n c e  

b e a m  a  v a l u e  o f  u n i t y ,  a n d  k e e p  t h e  p h a s e  l i n e a r ,  

T h e  r e f e r e n c e  w a v e  t h e n  r e s u l t s  f r o m  a  p l a n e  w a v e  w i t h  d i r -  

e c t i o n  c o s i n e s  \(1-261] 



N o t e  t h a t  b y  v i r t u e  o f  t h e  s u b s c r i p t s ,  d i f f e r e n t  r e f e r e n c e  

b e a m s  a r e  b e i n g  a l l o w e d  f o r  e a c h  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  

I f  t h e  r e f e r e n c e  b e a m  i s  b e a t  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

t r a n s f e r  f u n c t i o n  [ ( 4 - l 2 f l ,  t h e  r e s u l t i n g  i n t e n s i t y  o n  t h e  

s u r f a c e  o f  a  p h o t o s e n s i t i v e  m e d i a  w o u l d  b e  ( f r o m  ( 2 - 4 1 )  

S i n c e  o n e  u l t i m a t e l y  w i s h e s  t o  w o r k  w i t h  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  

a n d  n o t  i t s  c o n j u g a t e ,  a t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  t h i r d  

term i n  t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n ,  

O r  e q u i v a l e n $ a y e  f r o m  ( 4 - 1 2 1  : 

T h e  m o r e  s p e c i f i c  c a s e s  o f  i n t e r e s t  a r e  w h e n  t h e  t r a n s f o r m  

P e n s  i s  c e n t e r e d  o n  t h e  s y s t e m  a x i s  [(4-7)1 o r  a t  c o o r d i n a t e s  

( x , , y , )  & 4 - l l ) q  a s  p i c t u r e d  i n  F i g ,  31, T h e  c o r r e s p o n d i n g  i n -  

t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n s  o f  i n t e r e s t  a r e  r e s p e c t i v e l y  

I , ( S ~ . ~ ~ ) ~  Hnm ( f,,Jv) e -i l r c c x ,  +cl EK*(rm*a,) Jr 1 
ILL-19) 



F u r L h e r  e x p r e s s i o n s  c o n t a i n i n g  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  a r e  

a v a i l a b l e  b y  p h y s i c a l l y  s h i f t i n g  t h e  d e v e l o p e d  h o l o g r a m ,  En 

t h e  m o s t  g e n e r a l  c a s e ,  s h i f t i n g  t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  

g i v e n  b y  ( 4 - 1 8 )  t o  c o o r d i n a t e s  ( p , q  1 o n  t h e  F o u r i e r  p l a n e  

w o u l d  p u t  a t  o n e ' s  d i s p o s a l  t h e  e x p r e s s i o n  

S p e c i f i c  c a s e s  o f  i n t e r e s t  a r e  f i r s t ,  s h i f t i n g  t h e  o n -  

a x i s  t r a n s f o r m  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  [(4-1911 t o  c o o r d i n a t e s  

( x n , y , l  o n  the F o u r i e r  p l a n e  t o  g i v e  

a n d  s e c o n d l y ,  s h i f t i n g  t h e  s p e c i f i c  o f f  - a x i s  t r a n s f o r m  i n t e n -  

s i t y  d i s t r i b u t i o n  [(4-2011 t o  t h e  o r i g i n  

O b v i o u s l y ,  t h e r e  t h e n  e x i s t  a  n u m b e r  sf w a y s  t o  g e n e r a t e  

i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n s  c o n t a i n i n g  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n ,  

I n  e a c h  c a s e  p r e s e n t e d  a b o v e ,  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  i s  s h i f t e d  

a n d / o r  a c c o m p a n i e d  b y  a  m u l t i p l i c a t i v e  l i n e a r  p h a s e  f a c t o r ,  

T h i s  d i v e r s i t y  w i l l  l a t e r  p r o v e  u s e f u l  f o r  c h o o s i n g  a p p r o p r i a t e  

e x p r e s s i o n s  t o  f u l f i l l  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n ,  



b l  D e s i r e d  F o u r i e r  p l a n e  e x p r e s s i o n s  

T h e  n o n - e x i s t e n c e  o f  t h e  i n v e r s e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  i n  

o p t i c a l  p r o c e s s i n g  i s  o v e r c o m e  b y  t h e  r e c u r r e n c e  t h e o r e m  

t 3 - 2 4 ~ 1 ,  As s u c h  t h e  F o u r i e r  e x p r e s s i o n  o f  the p i e c w i s e  i s o -  

p E a n a  t i c  a p p r o x i m a t i o n  ( P , I , A .  1 m u s t  b e  r e m a s s a g e d ,  S p e e i -  

f i e a l l y ,  we d e s i r e  o n  t h e  F o u r i e r  p l a n e  t h e  i n v e r s e  t r a n s f o r m  

o f  t h e  P , I . A .  i n  t h e  s p a t i a l  d o m a i n ,  T h a t  i s  

o r  e q u i v a l e n t l y  

S i n c e  a  r o t a t i o n  o f  %80° i s  a l s o  a c c e p t a b l e  o n  t h e  o u t p u t ,  

we m a y  a l s o  h a v e  o n  t h e  F o u r i e r  p l a n e  

W h i l e  a p p e a r i n g  r a t h e r  i n n o c e n t  i n  t h i s  c o n t e x t ,  t h e  

a b o v e  c o n s i d e r a t i o n s  b e c o m e  c r i t i c a l  i n  l a t e r  r e c o r d i n g  s c h e m e s ,  

3 )  L i m i t a t i o n s  o n  R e c o r d a b l e  W a v e f o r m s  

A n o t e  i s  i n  o r d e r  c o n c e r n i n g  t h e  p h y s i c a l  l i m i t a t i o n s  

o n  w a v e f o r m s  w h i c h  may b e  h o l o g r a p h i c a l l y  r e c o r d e d ,  F i l m  i s  

a  p a s s i v e  o p t i c a l  e l e m e n t  a f f o r d i n g  a  n o r m a l i z e d  a t t e n u a t i o n  

b e t w e e n  o p a q u e  ( 1 1  a n d  t r a n s p a r e n t  401, R e c o r d e d  i n t e n s i t y  

r ( 2 - 4 f i  i s  t h e n  l i m i t e d  b y  

4 I < x , Y ) G  F a - ( 4 - 2 5 )  



T h i s  r e s t r i c t i o n ,  f o r  e x a m p l e ,  p r e c l u d e s  c o n v e n t i o n a l  h o l o -  

g r a p h i c  r e c o r d i n g  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  o f  t h e  F o u r i e r  

t r a n s f o r m e r  L(3-108)] o r  t h e  i n t e g r a t o r  k 3 - 1 2 1 f i 7  b o t h  of '  w h i c h  

c o n t a i n  t h e  D i r a c  D e l t a .  A c c e p t a b l e  s y n t h e s i s  o f  t h e s e  f r e -  

q u e n c y  d o m a i n  t r a n s m i t t a n c e s  n e c e s s i t a t e s  t h e  u s e  o f  a c t i v e  

o p t i c a l  e l e m e n t s .  

B )  S y s t e m  R e c o r d i n g  E m p l o y i n g  t h e  E x t i n c t i o n  A n g l e  

I n  p r e v i o u s  h o l o g r a p h i c  c o n s i d e r a t i o n s ,  d i s t i n c t i o n  i s  

m a d e  b e t w e e n  t h e  o b j e c t  a n d  r e f e r e n c e  b e a m s ,  w h i l e  i n  t r u t h ,  

t h e  s y s t e m  h a s  n o  s u c h  m e t h o d  o f  d i f f e r e n t i a t i o n ,  T h i s  b e c o m e s  

s e l f  e v i d e n t  w h e n  o n e  c o n s i d e r s  t h e  c a s e  o f  t w o  p l a n e  w a v e s ,  
- 

C o n s i d e r  F i g ,  3 2 a  w h e r e  H n ( f x )  &(4-1291, a c c o m p a n i e d  b y  a  

m u l t i p l i c a t i v e  l i n e a r  p h a s e  t e r m ,  i s  b e a t  w i t h  a  p l a n a r  r e -  

f e r e n c e  b e a m ,  T h e  f o r m e r  may b e  t h o u g h t  o f  a s  a  m o d u l a t e d  

p l a n e  w a v e  p r o p a g a t i n g  a t  a n  a n g l e  @"with r e s p e c t  t o  t h e  

s y s t e m  a x i s ,  E m p l o y i n g  t h e  l a b e l e d  p a r a m e t e r s  i n  F i g ,  3 2 a ,  

t h e  f i l m  e s s e n t i a l l y  r e c o r d s  a n  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n  g i v e n  a s  

A t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  t h i r d  term w h i c h  c o n t a i n s  t h e  

d e s i r e d  t r a n s f e r  f u n c t i o n  i n f o r m a t i o n :  

O n c e  d e v e l o p e d ,  t h e  h o l o g r a m  w i l l  b e  i l l u m i n a t e d  w i t h  

t i l t e d  v e r s i o n s  o f  6 , ( f  1, As w i t h  t h e  L r a n s f e r  f u n c t i o n  
X - 

n o t a t j o n ,  G n ( f x )  i s  a g e n e r a l i z a t i o n  o f  a l l  s h i f t e d  v e r s i o n s  

o f  G n ( f , )  w h i c h  may b e  a c c o m p a n i e d  b y  a  l i n e a r  m u l t i p l i c a t i v e  

p h a s e  term, 





We f i r s t  i l l u m i n a t e  w i t h  ff, e -s 6 6  
( F i g ,  3 2 b 1 ,  W i t h  n o  

r e g a r d  t o  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y ,  t h i s  t e r m  m u l t i p l i e s  ( 4 - 2 7 1  

t o  g i v e  

I n  a  s i m i l a r  f a s h i o n ,  i l l u m i n a t i o n  w i t h  6, e 'en F i g  3 2 c )  

g i v e s  

T h u s ,  i n  t h e  m o s t  g e n e r a l  s f  t e r m s ,  t h e r e  a r e  t w o  w a y s  t o  

e x t r a c t  t h e  d e s i r e d  i n f o r m a t i o n  f r o m  t h e  h o l o g r a m .  N o t e  a l s o  

t h e  s i m i l a r i t y  s f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  a n d  t h e  t e r m s  s f  t h e  

p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  e x p r e s s e d  i n  t h e  F o u r i e r  

d  oma i n  L( 3-80]] ,  

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  how o n e  m i g h t  e m p l o y  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  t o  s e p a r a t e  a d j a c e n t  f u n c t i o n s  o n  r e c o r d i n g  a n d  

r e c o n s t r u c t i o n ,  a  b r i e f  d e t o u r  i n t o  t h e  a n g u l a r  i n c i d e n c e  

i n t e r v a l  o c c u p i e d  b y  a  w a v e f o r m  i s  n e c e s s i t a t e d .  

$ 1  A n g u l a r  i n t e r v a l s  o f  w a v e f o r m s  

As s t a t e d  p r e v i o u s l y  i n  t h e  t h i n  l e n s  s e c t i o n ,  a  w a v e -  

f o r m  may  b e  d e c o m p o s e d  i n t o  a  n u m b e r  o f  r a y s .  I n  m a n y  c a s e s ,  

t h e  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n s  o f  t h e s e  r a y s  f a l l  i n t o  a n  a n g u l a r  

i n t e r v a l  

yn 

C o n s i d e r  f i r s t  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  n o n - i n v e r t i n g  

m a g n i f i e r  



T h i s  e x p r e s s i o n  r e s u l t s  f r o m  a  p l a n e  w a v e  w i t h  a  s i n g l e  p r o p a -  

g a t i o n  d i r e c t i o n ,  a n d  m a y  b e  s h o w n  Lo l i e  i n  t h e  z e r o  w i d t h  

a n g u l a r  i n t e r v a l  g i v e n  b y  

T h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  i s  a g a i n  

G e n e r a t i n g  t h e  D i r a c  D e l t a  term b y  f o c u s i n g  a  p l a n e  w a v e  t o  a  

p o i n t  s u g g e s t s  a  v a l u e  o f  b e t w e e n  9 0 °  a n d ,  s a y .  l o 0 .  

d e p e n d i n g  o n  t h e  g o o d n e s s  o f  a p p r o x i m a t i o n  d e s i r e d ,  

As a  t h i r d  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  g n ( x - x n >  

a s  d e p i c t e d  i n  F i g ,  33, T h e  e n d  p o i n t s  a t  x n i A  x, o n  t h e  

i n p u t  p l a n e  e s s e n t i a l l y  g i v e  r i s e  t o  s p h e r i c a l  w a v e s  w h i c h  a r e  

c o l l i m a t e d  b y  t h e  l e n s .  A l l  o t h e r  p o i n t s  w i t h i n  t h e  i n p u t  

s t r i p  y i e l d  p l a n e  w a v e s  p r o p a g a t i n g  w i t h i n  t h e  r e s u l t i n g  

a n g u l a r  i n t e r v a l ,  As s u c h  

y, + byg$ s a t a n  E 

T h i s  i s  t r u e  w h e n  g , ( x - x , )  e x t e n d s  t h e  e n t i r e  s t r i p  w i d t h  

a n d  i s  t h e  maximum a n g u l a r  i n t e r v a l ,  F o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  

i n p u t  w a s  & ( x - x , I ,  t h e  r e s u l t  w o u l d  b e  a p l a n e  w a v e  w i t h  

by, = o * 





T h e  c o n c e p t  o f  a  f u n c t i o n "  a n g u l a r  i n t e r v a l  i s  now 

e m p l o y e d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  i n  g e n e r a l  

v o l u m e  h o l o g r a m  r e c o r d i n g s ,  

2 )  T h e  a n g u l a r  b a n d p a s s  

Now c o n s i d e r  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  o f  a  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  e x p r e s s i o n  w i t h  a  known a n g u l a r  i n t e r v a l  w h e n  i t  i s  

h o l o g r a p h i s a l l y  r e c o r d e d  w i t h  a  p l a n a r  r e f e r e n c e  b e a m ,  O n e  

i s  n o t  a s  m u c h  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p h y s i c a l  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  

f u n c t i o n  a s  w i t h  t h e  a n g u l a r  i n t e r v a l  o v e r  w h i c h  t h e  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  i s  n o n - z e r o ,  

C o n s i d e r  a g a i n  F i g ,  3 2 a  i n  w h i c h  a  t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x -  

p r e s s i o n  i s  h e l o g r a p h i c a l l y  r e c o r d e d  a n d  a s s u m e  t h a t  H n ( f x )  

h a s  a  f i n i t e  a n g u l a r  i n t e r v a l  v, * by,. T h e  r e s u l t i n g  r e -  

c o r d e d  d i s t r i b u t i o n  may b e  t h o u g h t  o f  a s  a  p l a n e  w a v e  ( t h e  

r e f e r e n c e  b e a m )  b e a t i n g  w i t h  a  n u m b e r  o f  r a y s  l y i n g  w i t h i n  t h e  

t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n q s  a n g u l a r  i n t e r v a l ,  F o r  r e c o n -  

s t r u c t i o n ,  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  a n g u l a r  e x t e n t  o f  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  f r 2 m  r e c o n s t r u c t i o n  w i t h  p l a n e  w a v e s  p r o p a g a t i n g  

i n  t h e  a n g u l a r  r e g i o n s  a b o u t  t h e  r e f e r e n c e  b e a m ,  a n d  t h e  t r a n s -  

f e r  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n r s  a n g u l a r  i n t e r v a l s ,  

C o n s i d e r  f i r s t ,  t h e  i l l u m i n a t i o n  o f  t h e  d e v e l o p e d  h o l o -  

g r a m  w i t h  p l a n e  w a v e s  a b o u t  t h e  r e g i o n  o f  t h e  r e f e r e n c e  b e a m ,  

n o t i n g  t h e  m o n o t o n i c  n a t u r e  o f  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  f u n c t i o n  

( F i g ,  2 0 1 ,  t h e  maximum e x t i n c t i o n  a n g l e  f o r m e d  b y  a  c o n s t a n t  

r e f e r e n c e  b e a m  a n d  a n y  v a r i a b l e  r a y  d i r e c t i o n  i n  t h e  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  e x p r e s s i o n ' s  a n g u l a r  i n t e r v a l  w o u l d  r e s u l t  f r o m  



T h i s  e x t i n c t i o n  a n g l e  i s  d e n o t e d  b y  As s u c h ,  t h e  

a n g u l a r  b a n d p a s s  f o r  r e c o n s t r u c t i o n  a b o u t  t h e  a n g l e  8; 

( F i g ,  3 4 a )  i s  g i v e n  a s  

N e x t  f o r  e x a m i n a t i o n  i s  r e - i l l u m i n a t i o n  w i t h  r a y s  i n  t h e  

r e g i o n  o f  H e r e ,  r o l e s  a r e  m a t h e m a t i c a l l y  s w i t c h e d  i n  

t h a t  t h e  r a y s  w i t h i n  y, & &yo a r e  now r e f e r e n c e  b e a m s  a n d  

8;  i s  t h e  o b j e c t  b e a m .  T h e  e x t i n c t i o n  a n g l e s  f o r m e d  b y  vn+ny6 
a n d  $-byn w i t h  8, w i l l  b e  d e n o t e d  r e s p e c t i v e l y  b y  d Q n e  a  nd 

4 s n u "  A g a i n  f r o m  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  c u r v e  ( F i g ,  2 0 )  

i n  f a c t ,  h 8 i s  t h e  maximum e x t i n c t i o n  a n g l e  f o r m e d  f r o m  n u  

t h e  i n t e r v a l  yn f ~v~ . As s u c h ,  t h e  a n g u l a r  b a n d p a s s  

a b o u t  ye ( F i g .  3 4 a )  i s  s a f e l y  d e f i n e d  a s  

T h e  i n t e r v a l s  g i v e n  i n  ( 4 - 3 5 )  a n d  44-37)  a r e  t h e  a n g u l a r  

b a n d p a s s e s  e n c o u n t e r e d  i n  r e c o n s t r u c t i o n  r e s p e c t i v e l y  i n  

F i g u r e s  3 4 b  a n d  g e  i d e a l l y  y i e l d i n g  Ugn a n d  U a s  g i v e n  i n  
t;ln 

( 4 - 2 8 )  a n d  ( 4 -291 ,  We w i s h  t o  c h o o s e  t h e  b e s t  m e t h o d  o f  r e -  

c o n s t r u c t i o n ,  O b v i o u s l y  t h e  n a r r o w e r  t h e  p a s s b a n d ,  t h e  m o r e  

o v e r a l l  n u m b e r  o f  w a v e f r o n t s  o n e  c a n  s t o r e ,  T h i s  r u l e s  i n  

f a v o r  o f  t h e  r e f e r e n c e  b e a m  d i r e c t i o n  r e c o n s t r u c t i o n ,  T h e  d e -  

c i d i n g  v o t e  i s  c a s t  b y  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  





w a v e f o r m  w h i c h  m i g h t  p o s s i b l y  c o n t a i n  a  n u l l  w a v e  c o m p o n e n t  

w i t h i n  i t s  a n g u l a r  i n t e r v a l ,  F o r  t h i s  r e a s o n ,  r e f e r e n c e  b e a m  

r e c o n s t r u c t i o n  i s  c h o s e n ,  

3 )  R e c o r d i n g  a n d  r e c o n s t r u c t i o n  

We now d e r i v e  a  p r o c e d u r e  b y  w h i c h  a  v a r i a n t  l i n e a r  

s y s t e m  may  b e  r e c o r d e d  e m p l o y i n g  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e ,  

T h e  r e s u Z  t i n g  h o l o g r a m  s  h o u E d  t h e n  h a v e  s i m i l a r  i n p u t - o u t p u t  

r e l a t i o n s h i p s  t o  t h e  r e c o r d e d  h o l o g r a m  a s  p r e s c r i b e d  b y  t h e  

p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n ,  

I n  o r d e r  t o  f o r m u l a t e  a  r e c o r d i n g  s c h e m e ,  o n e  m u s t  f i r s t  

s p e c i f y  a  r e c o n s t r u c t i o n  g e o m e t r y ,  T h e  o n e  m o s t  o b v i o u s  i s  

p i c t u r e d  i n  F i g ,  35,  T h e  i n p u t  t r a n s m i t t a n c e  g ( x 1  i s  F o u r i e r  

t r a n s f o r m e d  a n d  s e l e c t i v e l y  m u l t i p l i e d  b y  t h e  h o l o g r a p h i c  

t r a n s m i t t a n c e  o f  t h e  F o u r i e r  p l a n e ,  T h e  d e s i r e d  o u t p u t  t h e n  

a p p e a r s  d i s p l a c e d  a  d i s t a n c e  a  f r o m  t h e  s y s t e m  a x i s  (so a s  n o t  

t o  i n t e r f e r e  w i t h  t h e  z e r o  o r d e r  w a v e )  w h e r e  i t  i s  r e i m a g e d ,  

We now e x a m i n e  t h i s  r e c o n s t r u c t i o n  s c h e m e  t o  s e e  w h a t  

m u s t  h a p p e n  a n d  w h a t  we w o u l d  l i k e  t o  h a v e  h a p p e n ,  D i v i d i n g  

t h e  i n p u t  g ( x 1  i n t o  i s o p l a n a t i c  r e g i o n s  [ ( 3 - 7 0 1 ,  ( 3 - 7 1 1  t h e  

F o u r i e r  p l a n e  s e e s  

T h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p i e c e w i s e  i s o g l a n a t i c  

a p p r o x i m a t i o n ,  s h i f t e d  a  d i s t a n c e  a ,  i s  ( f r o m  3 - 8 0 ) ) :  





C o m p a r i n g  t h e  a b o v e  t w o  e x p r e s s i o n s  d i c t a t e s  t h a t  t h e  h o l o g r a m  

t r a n s m i t t a n c e  m u s t  b e  

F u r t h e r m o r e ,  r e c o r d i n g  s h o u l d  b e  d o n e  i n  s u c h  a  m a n n e r  t h a t  

t h e  c r o s s - t a l k  e l i m i n a t i o n  c r i t e r i o n  [(3--83g i s  f u l f i l l e d  u p o n  

r e c o n s t r u c t i o n ,  

T h e  a n g u l a r  i n t e r v a l  o f  e a c h  t r a n s f o r m e d  s t r i p  i s  g i v e n  

b y  ( 4 - 3 4 1 ,  I n  o r d e r  t o  a l i g n  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c i e s ,  t h e  

p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  o f  t h e  n t h  r e f e r e n c e  b e a m  s h o u l d  b e  ye. 
F o r  s m a l l  a n g l e s  

T h e  w a v e  e x p r e s s i o n  f o r  s u c h  a w a v e  i s  

w h e r e  a u n i t  a m p l i t u d e  h a s  b e e n  c h o s e n  f o r  t h e  s a k e  o f  s i m -  

p l i c i t y ,  T h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  a p p e a r  i n  c o n j u g a t e  f o r m  i n  

t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n ,  C o m p a r i s o n  w i t h  ( 4 - 4 1 )  t h e n  d i c -  

t a t e s  - ' IT $8 

~ , ( f x )  -- H(E,) em' 
E m p l o y i n g  t h e  t r a n s f o r m  e x p r e s s i o n  g e n e r a t i o n  i d e a s  p r e v i o u s l y  

d i s c u s s e d ,  t h i s  e x p r e s s i o n  may b e  r e a l i z e d  a s  i n  F i g ,  36 ,  T h e  

i m p u l s e  i n p u t  a p p e a r s  a s  t h e  d i s p l a c e d  P i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  

h n ( x - x , )  o n  t h e  o u t p u t ,  T h e  t r a n s f o r m i n g  l e n s  i s  p l a c e d  a  

d i s t a n c e  a  b e l o w  t h e  s y s t e m  a x i s ,  a n d  t h u s  s e e s  t h e  P i n e  

s p r e a d  f u n c t i o n  a s  h n ( x - x n - a  1 ,  T h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f o r m  





We f i r s t  i l l u m i n a t e  w i t h  ff, e -s 6 6  
( F i g ,  3 2 b 1 ,  W i t h  n o  

r e g a r d  t o  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y ,  t h i s  t e r m  m u l t i p l i e s  ( 4 - 2 7 1  

t o  g i v e  

I n  a  s i m i l a r  f a s h i o n ,  i l l u m i n a t i o n  w i t h  6, e 'en F i g  3 2 c )  

g i v e s  

T h u s ,  i n  t h e  m o s t  g e n e r a l  s f  t e r m s ,  t h e r e  a r e  t w o  w a y s  t o  

e x t r a c t  t h e  d e s i r e d  i n f o r m a t i o n  f r o m  t h e  h o l o g r a m .  N o t e  a l s o  

t h e  s i m i l a r i t y  s f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  a n d  t h e  t e r m s  s f  t h e  

p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  e x p r e s s e d  i n  t h e  F o u r i e r  

d  oma i n  L( 3-80]] ,  

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  how o n e  m i g h t  e m p l o y  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  t o  s e p a r a t e  a d j a c e n t  f u n c t i o n s  o n  r e c o r d i n g  a n d  

r e c o n s t r u c t i o n ,  a  b r i e f  d e t o u r  i n t o  t h e  a n g u l a r  i n c i d e n c e  

i n t e r v a l  o c c u p i e d  b y  a  w a v e f o r m  i s  n e c e s s i t a t e d .  

$ 1  A n g u l a r  i n t e r v a l s  o f  w a v e f o r m s  

As s t a t e d  p r e v i o u s l y  i n  t h e  t h i n  l e n s  s e c t i o n ,  a  w a v e -  

f o r m  may  b e  d e c o m p o s e d  i n t o  a  n u m b e r  o f  r a y s .  I n  m a n y  c a s e s ,  

t h e  p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n s  o f  t h e s e  r a y s  f a l l  i n t o  a n  a n g u l a r  

i n t e r v a l  

yn 

C o n s i d e r  f i r s t  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  n o n - i n v e r t i n g  

m a g n i f i e r  



T h i s  e x p r e s s i o n  r e s u l t s  f r o m  a  p l a n e  w a v e  w i t h  a  s i n g l e  p r o p a -  

g a t i o n  d i r e c t i o n ,  a n d  m a y  b e  s h o w n  Lo l i e  i n  t h e  z e r o  w i d t h  

a n g u l a r  i n t e r v a l  g i v e n  b y  

T h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  i s  a g a i n  

G e n e r a t i n g  t h e  D i r a c  D e l t a  term b y  f o c u s i n g  a  p l a n e  w a v e  t o  a  

p o i n t  s u g g e s t s  a  v a l u e  o f  b e t w e e n  9 0 °  a n d ,  s a y .  l o 0 .  

d e p e n d i n g  o n  t h e  g o o d n e s s  o f  a p p r o x i m a t i o n  d e s i r e d ,  

As a  t h i r d  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  g n ( x - x n >  

a s  d e p i c t e d  i n  F i g ,  33, T h e  e n d  p o i n t s  a t  x n i A  x, o n  t h e  

i n p u t  p l a n e  e s s e n t i a l l y  g i v e  r i s e  t o  s p h e r i c a l  w a v e s  w h i c h  a r e  

c o l l i m a t e d  b y  t h e  l e n s .  A l l  o t h e r  p o i n t s  w i t h i n  t h e  i n p u t  

s t r i p  y i e l d  p l a n e  w a v e s  p r o p a g a t i n g  w i t h i n  t h e  r e s u l t i n g  

a n g u l a r  i n t e r v a l ,  As s u c h  

y, + byg$ s a t a n  E 

T h i s  i s  t r u e  w h e n  g , ( x - x , )  e x t e n d s  t h e  e n t i r e  s t r i p  w i d t h  

a n d  i s  t h e  maximum a n g u l a r  i n t e r v a l ,  F o r  e x a m p l e ,  i f  t h e  

i n p u t  w a s  & ( x - x , I ,  t h e  r e s u l t  w o u l d  b e  a p l a n e  w a v e  w i t h  

by, = o * 





T h e  c o n c e p t  o f  a  f u n c t i o n "  a n g u l a r  i n t e r v a l  i s  now 

e m p l o y e d  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  i n  g e n e r a l  

v o l u m e  h o l o g r a m  r e c o r d i n g s ,  

2 )  T h e  a n g u l a r  b a n d p a s s  

Now c o n s i d e r  t h e  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  o f  a  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  e x p r e s s i o n  w i t h  a  known a n g u l a r  i n t e r v a l  w h e n  i t  i s  

h o l o g r a p h i s a l l y  r e c o r d e d  w i t h  a  p l a n a r  r e f e r e n c e  b e a m ,  O n e  

i s  n o t  a s  m u c h  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p h y s i c a l  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  

f u n c t i o n  a s  w i t h  t h e  a n g u l a r  i n t e r v a l  o v e r  w h i c h  t h e  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  i s  n o n - z e r o ,  

C o n s i d e r  a g a i n  F i g ,  3 2 a  i n  w h i c h  a  t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x -  

p r e s s i o n  i s  h e l o g r a p h i c a l l y  r e c o r d e d  a n d  a s s u m e  t h a t  H n ( f x )  

h a s  a  f i n i t e  a n g u l a r  i n t e r v a l  v, * by,. T h e  r e s u l t i n g  r e -  

c o r d e d  d i s t r i b u t i o n  may b e  t h o u g h t  o f  a s  a  p l a n e  w a v e  ( t h e  

r e f e r e n c e  b e a m )  b e a t i n g  w i t h  a  n u m b e r  o f  r a y s  l y i n g  w i t h i n  t h e  

t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n q s  a n g u l a r  i n t e r v a l ,  F o r  r e c o n -  

s t r u c t i o n ,  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  a n g u l a r  e x t e n t  o f  d i f f r a c t i o n  

e f f i c i e n c y  f r 2 m  r e c o n s t r u c t i o n  w i t h  p l a n e  w a v e s  p r o p a g a t i n g  

i n  t h e  a n g u l a r  r e g i o n s  a b o u t  t h e  r e f e r e n c e  b e a m ,  a n d  t h e  t r a n s -  

f e r  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n r s  a n g u l a r  i n t e r v a l s ,  

C o n s i d e r  f i r s t ,  t h e  i l l u m i n a t i o n  o f  t h e  d e v e l o p e d  h o l o -  

g r a m  w i t h  p l a n e  w a v e s  a b o u t  t h e  r e g i o n  o f  t h e  r e f e r e n c e  b e a m ,  

n o t i n g  t h e  m o n o t o n i c  n a t u r e  o f  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  f u n c t i o n  

( F i g ,  2 0 1 ,  t h e  maximum e x t i n c t i o n  a n g l e  f o r m e d  b y  a  c o n s t a n t  

r e f e r e n c e  b e a m  a n d  a n y  v a r i a b l e  r a y  d i r e c t i o n  i n  t h e  t r a n s f e r  

f u n c t i o n  e x p r e s s i o n ' s  a n g u l a r  i n t e r v a l  w o u l d  r e s u l t  f r o m  



T h i s  e x t i n c t i o n  a n g l e  i s  d e n o t e d  b y  As s u c h ,  t h e  

a n g u l a r  b a n d p a s s  f o r  r e c o n s t r u c t i o n  a b o u t  t h e  a n g l e  8; 

( F i g ,  3 4 a )  i s  g i v e n  a s  

N e x t  f o r  e x a m i n a t i o n  i s  r e - i l l u m i n a t i o n  w i t h  r a y s  i n  t h e  

r e g i o n  o f  H e r e ,  r o l e s  a r e  m a t h e m a t i c a l l y  s w i t c h e d  i n  

t h a t  t h e  r a y s  w i t h i n  y, & &yo a r e  now r e f e r e n c e  b e a m s  a n d  

8;  i s  t h e  o b j e c t  b e a m .  T h e  e x t i n c t i o n  a n g l e s  f o r m e d  b y  vn+ny6 
a n d  $-byn w i t h  8, w i l l  b e  d e n o t e d  r e s p e c t i v e l y  b y  d Q n e  a  nd 

4 s n u "  A g a i n  f r o m  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  c u r v e  ( F i g ,  2 0 )  

i n  f a c t ,  h 8 i s  t h e  maximum e x t i n c t i o n  a n g l e  f o r m e d  f r o m  n u  

t h e  i n t e r v a l  yn f ~v~ . As s u c h ,  t h e  a n g u l a r  b a n d p a s s  

a b o u t  ye ( F i g .  3 4 a )  i s  s a f e l y  d e f i n e d  a s  

T h e  i n t e r v a l s  g i v e n  i n  ( 4 - 3 5 )  a n d  44-37)  a r e  t h e  a n g u l a r  

b a n d p a s s e s  e n c o u n t e r e d  i n  r e c o n s t r u c t i o n  r e s p e c t i v e l y  i n  

F i g u r e s  3 4 b  a n d  g e  i d e a l l y  y i e l d i n g  Ugn a n d  U a s  g i v e n  i n  
t;ln 

( 4 - 2 8 )  a n d  ( 4 -291 ,  We w i s h  t o  c h o o s e  t h e  b e s t  m e t h o d  o f  r e -  

c o n s t r u c t i o n ,  O b v i o u s l y  t h e  n a r r o w e r  t h e  p a s s b a n d ,  t h e  m o r e  

o v e r a l l  n u m b e r  o f  w a v e f r o n t s  o n e  c a n  s t o r e ,  T h i s  r u l e s  i n  

f a v o r  o f  t h e  r e f e r e n c e  b e a m  d i r e c t i o n  r e c o n s t r u c t i o n ,  T h e  d e -  

c i d i n g  v o t e  i s  c a s t  b y  t h e  a r b i t r a r i n e s s  o f  t h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  





w a v e f o r m  w h i c h  m i g h t  p o s s i b l y  c o n t a i n  a  n u l l  w a v e  c o m p o n e n t  

w i t h i n  i t s  a n g u l a r  i n t e r v a l ,  F o r  t h i s  r e a s o n ,  r e f e r e n c e  b e a m  

r e c o n s t r u c t i o n  i s  c h o s e n ,  

3 )  R e c o r d i n g  a n d  r e c o n s t r u c t i o n  

We now d e r i v e  a  p r o c e d u r e  b y  w h i c h  a  v a r i a n t  l i n e a r  

s y s t e m  may  b e  r e c o r d e d  e m p l o y i n g  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e ,  

T h e  r e s u Z  t i n g  h o l o g r a m  s  h o u E d  t h e n  h a v e  s i m i l a r  i n p u t - o u t p u t  

r e l a t i o n s h i p s  t o  t h e  r e c o r d e d  h o l o g r a m  a s  p r e s c r i b e d  b y  t h e  

p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n ,  

I n  o r d e r  t o  f o r m u l a t e  a  r e c o r d i n g  s c h e m e ,  o n e  m u s t  f i r s t  

s p e c i f y  a  r e c o n s t r u c t i o n  g e o m e t r y ,  T h e  o n e  m o s t  o b v i o u s  i s  

p i c t u r e d  i n  F i g ,  35,  T h e  i n p u t  t r a n s m i t t a n c e  g ( x 1  i s  F o u r i e r  

t r a n s f o r m e d  a n d  s e l e c t i v e l y  m u l t i p l i e d  b y  t h e  h o l o g r a p h i c  

t r a n s m i t t a n c e  o f  t h e  F o u r i e r  p l a n e ,  T h e  d e s i r e d  o u t p u t  t h e n  

a p p e a r s  d i s p l a c e d  a  d i s t a n c e  a  f r o m  t h e  s y s t e m  a x i s  (so a s  n o t  

t o  i n t e r f e r e  w i t h  t h e  z e r o  o r d e r  w a v e )  w h e r e  i t  i s  r e i m a g e d ,  

We now e x a m i n e  t h i s  r e c o n s t r u c t i o n  s c h e m e  t o  s e e  w h a t  

m u s t  h a p p e n  a n d  w h a t  we w o u l d  l i k e  t o  h a v e  h a p p e n ,  D i v i d i n g  

t h e  i n p u t  g ( x 1  i n t o  i s o p l a n a t i c  r e g i o n s  [ ( 3 - 7 0 1 ,  ( 3 - 7 1 1  t h e  

F o u r i e r  p l a n e  s e e s  

T h e  f r e q u e n c y  d o m a i n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  p i e c e w i s e  i s o g l a n a t i c  

a p p r o x i m a t i o n ,  s h i f t e d  a  d i s t a n c e  a ,  i s  ( f r o m  3 - 8 0 ) ) :  





C o m p a r i n g  t h e  a b o v e  t w o  e x p r e s s i o n s  d i c t a t e s  t h a t  t h e  h o l o g r a m  

t r a n s m i t t a n c e  m u s t  b e  

F u r t h e r m o r e ,  r e c o r d i n g  s h o u l d  b e  d o n e  i n  s u c h  a  m a n n e r  t h a t  

t h e  c r o s s - t a l k  e l i m i n a t i o n  c r i t e r i o n  [(3--83g i s  f u l f i l l e d  u p o n  

r e c o n s t r u c t i o n ,  

T h e  a n g u l a r  i n t e r v a l  o f  e a c h  t r a n s f o r m e d  s t r i p  i s  g i v e n  

b y  ( 4 - 3 4 1 ,  I n  o r d e r  t o  a l i g n  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c i e s ,  t h e  

p r o p a g a t i o n  d i r e c t i o n  o f  t h e  n t h  r e f e r e n c e  b e a m  s h o u l d  b e  ye. 
F o r  s m a l l  a n g l e s  

T h e  w a v e  e x p r e s s i o n  f o r  s u c h  a w a v e  i s  

w h e r e  a u n i t  a m p l i t u d e  h a s  b e e n  c h o s e n  f o r  t h e  s a k e  o f  s i m -  

p l i c i t y ,  T h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  a p p e a r  i n  c o n j u g a t e  f o r m  i n  

t h e  i n t e n s i t y  d i s t r i b u t i o n ,  C o m p a r i s o n  w i t h  ( 4 - 4 1 )  t h e n  d i c -  

t a t e s  - ' IT $8 

~ , ( f x )  -- H(E,) em' 
E m p l o y i n g  t h e  t r a n s f o r m  e x p r e s s i o n  g e n e r a t i o n  i d e a s  p r e v i o u s l y  

d i s c u s s e d ,  t h i s  e x p r e s s i o n  may b e  r e a l i z e d  a s  i n  F i g ,  36 ,  T h e  

i m p u l s e  i n p u t  a p p e a r s  a s  t h e  d i s p l a c e d  P i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  

h n ( x - x , )  o n  t h e  o u t p u t ,  T h e  t r a n s f o r m i n g  l e n s  i s  p l a c e d  a  

d i s t a n c e  a  b e l o w  t h e  s y s t e m  a x i s ,  a n d  t h u s  s e e s  t h e  P i n e  

s p r e a d  f u n c t i o n  a s  h n ( x - x n - a  1 ,  T h e  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f o r m  





is accordingly that of ( 4 - 4 2 1 ,  

Now Lo be examined is the fulfillment of the cross-talk 

elimination criterion via diffraction efficiency, The maximum 

extinction angle from a ray component within the angular in- 

terval of (4-42) and the n% reference beam will be denoted &@;, 

The resulting angular bandpass is again given by (4-351, The 

angular interval of the transformed input region 

~ ~ ~ t ~ ~ ) e - i ' ~ ~ h ~ ~ ]  must also lie in this band. As such. 

we must record each transfer func'tion in such a manner as to 

have no overlap in adjacent bands, The spacing of these bands 

will be completely dictated by the angular interval of the 

transfer function expression [(4-42fl. This in turn will dic- 

tate the permissible isoplanatic patch density on the input 

plane, 

As an example, we turn to the Fourier transformer, saving 

the magnifier for implementation purposes, As previously 

mentioned, attempting to conventionally record Dirac Delta is 

not advisable, but all will turn out well, assuming active 

film exists. 

Consider Fig, 37 in which the recording scheme for the 

Fourier transformer is presented after the more general Fig, 36, 

Assume the plane wave focused to the input point source has a 

height d and focal length f ,  The point source thus has an 

angular interval of 

byPl WHERE hyps atan %E (4-43) 





T h e  s y s t e m  t r a n s f o r m e r  l e n s  s e e s  t h i s  p o i n t  s o u r c e  i n  i t s  

f r o n t  f o c a l  p l a n e  a n d  c o l l i m a t e s  i t  i n t o  a  p l a n e  w a v e  p r o p a -  

g a t i n g  a t  a n  a n g l e  

a n d  w i t h  a  w i d t h  d ,  ( A l l  l e n s e s  a r e  c o n v e n i e n t l y  a s s i g n e d  

t h e  s a m e  f o c a l  L e n g t h  f ) ,  T h i s  w a v e  i s  e s s e n t i a l l y  f o c u s e d  

t o  a  p o i n t  s o u r c e  i n  t h e  F o u r i e r  p l a n e  a n d  i s  g i v e n  b y  

We a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  a n g u l a r  i n t e r v a l  s f  t h i s  w a v e ,  F r o m  

t h e  g e o m e t r y  o f  F i g ,  3 7 ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  

a n d  

F r o m  t h e s e  e x p r e s s i o n s  o n e  may e a s i l y  e x t r a c t  t h e  d e s i r e d  a n g u l a r  

i n t e r v a l ,  

S u p p o s e ,  f o r  s i m p l i c i t y ' s  s a k e ,  d  may  b e  v a r i e d  t o  

a l w a y s  y i e l d  A y e =  1 5 O -  T h e  f i l m  i s  a s s u m e d  t o  b e  a n  a c t i v e  

v e r s i o n  o f  K o d a k  6 4 9 F  p l a t e s ,  a n d  i l l u m i n a t i o n  i s  a c c o m p l i s h e d  

w i t h  a  h e l i u m  n e o n  l a s e r .  As s u c h ,  we may e m p l o y  t h e  e x t i n c t i o n  

a n g l e  c u r v e s  i n  F i g ,  2 0 ,  T h e  f o c a l  l e n g t h  o f  a l l  l e n s e s  w i l l  

b e  2 0  e m ,  A v a l u e  o f  9 cm i s  a s s i g n e d  t o  a ,  

F i r s t ,  a p o i n t  s o u r c e  i s  p a a c e d  d i r e c t l y  o n  t h e  s y s t e m  
0 

a x i s  y i e l d i n g  a n  a n g u l a r  i n t e r v a l  o f  f. 15 

w h e r e ,  f r o m  ( 4 - 4 7 1 ,  t a n  ( y e  
c 1 so) s 0.7 



T h e  p l a n a r  r e f e r e n c e  b e a m  f o r  t h e  z e r o t h  p a t c h  f r o m  ( 4 - 3 7 )  

i s  i n c i d e n t  a t  a n  a n g l e  o f  

9, = a0 
T h e  w o r s t  c a s e  c o n d i t i o n  f o r  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  o c c u r s  w i t h  

@,% a  p o i n t  w h i c h  l i e s  o f f  o f  t h e  

e x t i n c t i o n  a n g l e  p l o t ,  F r o m  ( 2 - % 0 7 I ,  t h e  r e s u l t i n g  e x t i n c -  

t i o n  a n g l e  t u r n s  o u t  t o  b e  

pee= ?~.27.5@ 

F r o m  p r e v i o u s  a r g u m e n t s ,  we m u s t  now f i n d  % a n d  (bl  s u c h  t h a t  

o r  e q u i v a l e n t l y  
+, -&el  -- 3.7*5' 

w h e r e  &el i s  t h e  e x t i n c  t i a n  a n g l e  f r o m  # , a n d  -byr Vfm 15: 

W h i l e  i n n o c e n t  i n  a p p e a r a n c e ,  t h i s  q u e s t  i s  q u i t e  c o m p l i c a t e d ,  

i n v o l v i n g  c o m b i n a , t i o n s  o f  f o u r  e q u a t i o n s  [ ( 2 - $ 0 7 ) ,  ( 4 - 4 8 1 ,  

( 4 - 4 7 1 ,  a n d  (4-4811. I f  o n e  d o e s  n o t  a s s u m e  a  c o n s t a n t  by)@,  

( 4 - 4 6 )  e n t e r s  a l s o ,  T h e  o p e r a t i o n  i s  m a d e  much  m o r e  p a l a t a b l e  

b y  a  t r i a l  a n d  e r r o r  p r o c e d u r e  o n  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  c u r v e ,  

N o t e  t h e  u n d e s i r a b l e  o v e r l a p  o f  t h e  o b j e c t  a n d  r e f e r e n c e  

a n g u l a r  b a n d p a s s e s  t h a t  o c c u r  f r o m  o n l y  t h e  f i r s t  t r a n s f e r  

f u n c t i o n ,  N o t e ,  a l s o ,  t h a t  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e s  r e s u l t i n g  

f r o m  f u r L h e r  c a l i b r a t i o n  a t t e m p t s  w o u l d  a l s o  b e  o n  t h e  o r d e r  

o f  3 0 ° ,  l i m i t i n g  t h e  i n p u t  p l a n e  t o  a b o u t  t h r e e  i s o p l a n a t i c  

p a t c h e s .  



A l t h o u g h  i m p r a c t i c a l ,  t h e  r e c o r d i n g  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s -  

f o r m e r  e x p o s e s  t h e  l i m i t a t i o n s  w h i c h  m u s t  b e  p l a c e d  o n  t h e  

a n g u l a r  i n t e r v a l  o f  a  l i n e a r  s y s t e m "  t r a n s f e r  f u n c t i o n  w h e n  

r e c o r d e d  o n  a  " t h i n  t h i c k "  h o l o g r a m ,  An o b v i o u s  s o l u t i o n  Lo 

t h e  l a r g e  e x t i n c t i o n  a n g l e  p r o b l e m  i s  e m p l o y m e n t  o f  a  m a c r o -  

s c o p i c a l l y  t h i c k  e m u l s i o n  w h i c h  i s  d i s c u s s e d  s h o r t l y .  

We now f o c u s  a t t e n t i o n  o n  a  s y s t e m  w i t h  t h e  s m a l l e s t  o f  

a l l  a n g u l a r  i n t e r v a l s :  t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r  w h i c h  c a n  b e  r e -  

c o r d e d  o n  K o d a k  644-F  p l a t e s  e m p l o y i n g  e x t i n c t i o n  a n g l e  

t e c h n i q u e s .  

4 1  I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  h o l o g r a p h i c  r e c o r d i n g  
o f  a  n o n - i n v e r t i n g  m a g n i f i e r  

T h e  t r a n s f e r  f u n c t i o n  o f  t h e  m a g n i f i e r  i s  g i v e n  i n  ( 4 - 3 1 )  

a n d  r e s u l t s  f r o m  a  p l a n e  wave  p r o p a g a t i n g  a t  a n  a n g l e  g i v e n  b y  

( 4 - 3 2 1 ,  T h e  g e n e r a l i z e d  r e c o r d i n g  p r o c e d u r e  o f  F i g ,  36 i s  

a g a i n  c a l l e d  u p o n  a n d  i s  p i c t u r e d  f o r  t h e  n o n - i n v e r t i n g  m a g n i -  

f i e r  c a s e  i n  F i g ,  38, T h e  f i r s t  t w o  l e n s e s  a r e  p l a c e d  i n  t h e  

s y s t e m  t o  i n v e r t  t h e  i n p u t  f u n c t i o n ,  T h e  t h i r d  s y s t e m  l e n s  

p e r f o r m s  t h e  m a g n i f i c a t i o n  i n  t h e  s a m e  m a n n e r  a s  p i c t u r e d  i n  

F i g ,  l a ,  T h e  m a g n i f i c a t i o n  i s  g o v e r n e d  b y  t h e  s y s t e m  r e l a t i o n -  

s h i p s  i n  ( 1 - 1 9 1  a n d  ( 1 - 2 0 1 ,  

An i n p u t  o f  b (x-x,)  a p p e a r s  o n  t h e  o u t p u t  a s  b (x-Mxn).  

T h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  l e n s  s e e s  t h i s  i m p u l s e  a s  

a n d  c o l l i m a t e s  i t  t o  a  p l a n e  w a v e  p r o p a g a t i n g  a t  a n  a n g l e  





T h e  c o r r e s p o n d i n g  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  r e f e r e n c e  beam i s  g i v e n  

As c a n  b e  s e e n ,  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  

o f  t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r  r e s u l t s  f r o m  b e a t i n g  p l a n e  w a v e s ,  

C o n s i d e r  t h e n  F i g s ,  3 9 a  a n d  b i n  w h i c h  t w o  b e a t i n g  w a v e s  a r e  

r e c o r d e d  o n  a  s i n g l e  t h i c k  e m u l s i o n ,  I n  t h e  f i r s t  e x p o s u r e  

t h e  p a r a m e t e r s  a r e  

@, 

= 3 0 °  

X = o  
0 

= O 

F r o m  F i g ,  2 0 ,  a  r o u g h  i n t e r p o l a t i o n  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

e x t i n c t i o n  a n g l e  i s  be,- sO. 

A l s o ,  we h a v e  f r o m  fy-L j9) ,  

L e t  
"o I.IS~P"B~ 

F r o m  t h e  s e c o n d  e x p o s u r e  

A r o u g h  s k e t c h  o f  t h e  r e s u l t i n g  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  

( a n g u l a r  b a n d p a s s e s 1  i s  o f f e r e d  i n  F i g ,  3 3 c ,  T h e  o p t i m a l  c a s e  

f a r  r e c o r d i n g  t h e  a d j a c e n t  t r a n s f e r  f u n c t i o n  w o u l d  h a v e  t h e  

m a j o r  l o b e s  o f  t h e s e  t r a n s f e r  f u n c t i o n s  m e e t  a t  a common p o i n t ,  





T h e  r e c o r d i n g  m e t h o d  u s e d ,  t h o u g h  n o t  o p t i m a l ,  s u c c e e d s  i n  

i l l u s t r a t i n g  t h e  c r o s s - t a l k  e l i m i n a t i o n  c r i t e r i a  o f  t h e  p i e c e -  

w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  v i a  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y ,  

C o n s i d e r  now r e c o n s t r n c t i o n ,  Two p o i n t  s o u r c e s  a r e  

p l a c e d  o n  t h e  f r o n t  f o c a l  p l a n e  o f  a  5 cm f o c a l  l e n g t h  l e n s  

a t  X, a n d  X l .  T h e s e  g i v e  r i s e  t o  p l a n e  w a v e s  p r o p a g a t i n g  a t  

a n g l e s  a n d  @, r e s p e c t i v e l y ,  T h e s e  b e a m s  l i n e  u p  e x a c t l y  

w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a n g u l a r  b a n d p a s s e s  i n  F i g ,  3 9 c  a n d  a r e  

t h u s  d i f f r a c t e d  a t  a n g l e s  Q 0  a n d  Bl . T h i s  i d e a  i s  v e r i f i e d  

b y  t h e  r e f l e c t i o n  a n a l o g y ,  

T h e  d i f f r a c t e d  b e a m s  a r e  now r e - i m a g e d  b y  a  10 em l e n s ,  

a n d  a p p e a r  a s  p o i n t  s o u r c e s  s e p a r a t e d  b y  2 , 3  cm o n  t h e  o u t p u t ,  

T h e  r e c o n s t r u c t i o n  g e o m e t r y  i s  o f f e r e d  i n  F i g ,  4 0 a  a n d  a  

p h o t o g r a p h  o f  t h e  o u t p u t  i s  i n  F i g ,  4 0 b ,  

S i m i l a r  r e s u l t s  f r o m  a  v a r i a t i o n  o f  t h i s  s c h e m e  h a v e  b e e n  

r e p o r t e d  b y  B u r t o n ,  H a g l e r  a n d  K r i l e  ( 2 5 1  

5 )  M a c r o s c o p i c a l l y  t h i c k  h o l o g r a m  s y s t e m  
r e c o r d i n g  

F i l m  h a v i n g  a n  e m u l s i o n  t h i c k n e s s  f a r  g r e a t e r  t h a n  t h e  

i l l u m i n a t i n g  l i g h t ' s  w a v e l e n g t h  w i l l  h e r e  b e  d e n o t e d  a s  

m a c r o s c o p i c a l l y  t h i c k .  T h a t  i s  

t >>h 
We h e r e  a t t e m p t  t o  t h e o r i z e  how s u c h  f i l m  m i g h t  b e  e m p l o y e d  

i n  s y s t e m  r e c o r d i n g ,  

F o r  a m a c r o s c o p i c a l l y  t h i c k  h o l o g r a m ,  t h e  e x t i n c t i o n  

a n g l e  E 2 - $ 0 7 ) 3  i s  e s s e n t i a l l y  z e r o ,  T h i s  r u l e s  o u t  t h e  p r e -  







a) Reconstruction ~;eometr;r, 

73) Resul.tinq "'mnaqnificd" point sources, 

Fi.q, LO : r?c_)~on~-tructi m o F t h e  7 ~ 0 1  UY:F? h o 7  0~r3;r, made in 
F; ,- a :" of two n o i - ; - i ~ - ~ c . r t i ~  i-iaynifier transfer 
fuuin-l; I o n s  arid the reqtz? tinr- 3 rrs,re, 



v i o u s l y  p r e s e n t e d  r e c o r d i n g  s c h e m e ,  s i n c e  a n  e x t r e m e l y  h i g h  

i s o p l a n a t i c  p a t c h  d e n s i t y  w o u l d  r e s u l d ,  T h e  s c h e m e ' s  p r i n -  

c i p l e s ,  h o w e v e r ,  r e m a i n  v a l i d ,  We h o p e f u l l y  n e e d  o n l y  Lo m a k e  

a p p r o p r i a t e  r e v i s i o n s ,  

A n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  o f  r e c o n s t r u c t i o n  i s  a l i g n m e n t  o f  

a n g u l a r  b a n d p a s s e s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  p a t c h  t r a n s f o r m s ,  As 

p i c t u r e d  i n  F i g ,  4 2 a  t h i s  may b e  a c c o m p l i s h e d  b y  u s i n g  t h e  

t r a n s f o r m e d  p a t c h  r e g i o n  a s  a  r e f e r e n c e  b e a m ,  F r o m  t h e  

g e o m e t r y ,  t h e  b a c k  f o c a l  p l a n e  o f  t h e  t r a n s f o r m  P e n s  s e e s  

T h e  i n t e n s i t y  term o f  i n t e r e s t  r e s u l t i n g  f r o m  e x p a n s i o n  o f  

t h i s  e x p r e s s i o n  i s  

A g a i n ,  t h e  f o r m  i s  n o t  a s  i m p o r t a ~ t  a s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  

a n g u l a r  b a n d p a s s  i s  a l i g n e d  w i t h  t h e  a n g u % a r  i n t e r v a l  o f  t h e  

t r a n s f o r m e d  i s o p l a n a t i c  r e g i o n  o n  r e c o n s t r u c t i o n ,  T h i s  o c c u r s  

b e c a u s e  t h e  a n g u l a r  i n t e r v a l s  o f  t h e  t r a n s f o r m e d  p a t c h  r e f e r -  

e n c e  b e a m  a n d  t h e  t r a n s f o r m e d  i s o p l a n a l i c  r e g i o n  a r e  e q u i v a l e n t ,  

( C o m p a r e  F i g s ,  4 L a  a n d  4 l b 1 ,  

On r e c o n s t r u c t i o n ,  t h e  n t h  p r o c e s s e d  p a t c h  a p p e a r s  i m m e d i -  

a t e l y  t o  t h e  r i g h t  o f  t h e  h o l o g r a m  a s  





I n v e r s e  t r a n s f o r m i n g  g i v e s  

w h e r e  t h e  c o n v o l v i n g  s h i f t  term b ( x + a l  h a s  b e e n  d r o p p e d  f o r  

c l a r i t y  o f  a n a l y s i s .  N o t e  t h a t  i n  t h e  p r e v i o u s  s c h e m e ,  b ( x )  

a p p e a r e d  i n s t e a d  o f  r e c t [ ~ / 2 .  ~ X G ]  i n  t h e  a b o v e  o u t p u t ,  a n d  we 

h a d  g e n e r a t e d  t h e  n t h  t e r m  o f  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

a p p r o x i m a t i o n ,  T h e  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  i n t o  

t h e  c o n v o l u t i o n  i n t e g r a l  y i e l d s  a  m e a n s  b y  w h i c h  t h e  c o n s e -  

q u e n c e s  o f  t h i s  c o n v o l v i n g  r e c t  a f f e c t s  t h e  o u t p u t ,  S p e c i f i c a l l y  

As w i l l  b e  s e e n  v i a  a n  e x a m p l e ,  o u t p u t s  t e n d  t o  b e  " s m o o t h e d " ,  

T h i s  s e e m i n g l y  r e s u l t s  f r o m  t h e  s i n c  f u n c t i o n  i n  ( 4 - 5 3 )  

a c t i n g  a s  a  l o w  p a s s  f i l t e r ,  

I n  t h e  t h r e e  e x a m p l e s  t o  f o l l o w ,  a  s i n g l e  i s o p l a n a t i c  

p a t c h  i n p u t  w i l l  b e  u s e d  

T h i s  r e d u c e s  ( 4 - 5 4 )  t o  

w h e r e  t h e  t r i a n g l e  f u n c t i o n  &(PC) i s  d e f i n e d  a s  



C o n s i d e r  f i r s t  t h e  m a g n i f i e r ,  S u b s t i t u t i n g  i t s  l i n e  

s p r e a d  f u n c t i o n  6 3 - 9 0 d  i n t o  ( 4 - 5 7 )  g i v e s  

The  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  

y i e l d s  ( ~ i g ,  4 2 a ) :  rrZ 

T h e  i n t e g r a t o r  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  L(3-120fl  s u b s t i t u t e d  

i n t o  ( 4 - 5 7 )  g i v e s  a  p i e c e w i s e  q u a d r a t i c  o u t p u t  i n s t e a d  o f  

t h e  d e s i r e d  r a m p ,  ( F i g ,  4 2 b l  

L a s t l y ,  t h e  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i a t o r ,  

14 

153-1222 ,  w h e n  s u b s t i t u t e d  i n t o  ( 4 - 5 7 1 ,  g i v e s  t w o  r e c t  f u n c t i o n s  

i n s t e a d  o f  t h e  two  d e s i r e d  i m p u l s e s  ( F i g ,  4 2 ~ 1 ,  

T h e  g e n e r a l i z e d  o u t p u t  r e s u l t i n g  f r o m  b a n d p a s s  a l i g n m e n t  

i n  a  m a c r o s c o p i c a l l y  t h i c k  h o l o g r a m  i s  p u r e l y  s p e c u l a t i v e  a n d  

i s  s u b j e c t  t o  e x p e r i m e n t a l  v e r i f i c a t i o n ,  I t  w a s  h e r e  p r e -  

s e n t e d  a s  a p o s s i b l e  f o u n d a t i o n  f o r  f u t u r e  w o r k ,  

c )  G e n e r a l i z a t i o n s  o f  s y s t e m  r e c o r d i n g  c r i t e r i a  

We v e n t u r e  h e r e  t o  i l l u s t r a t e  how t h e  p i e c e w i s e  i s o -  

p l a n a t i c  s t a t e m e n t  o f  a  s p a c e  v a r i a n t  s y s t e m  m i g h t  b e  h o l o -  

g r a p h i c a l l y  i m p l e m e n t e d  b y  m e t h o d s  o t h e r  t h a n  e m p l o y m e n t  o f  t h e  

e x t i n c t i o n  a n g l e .  F i r s t ,  a  d e t a i l e d  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  d i f -  

f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  m e t h o d  i s  n e e d e d ,  

C o n s i d e r  F i g ,  4 3  i n  w h i c h  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  r e c o r d i n g  

r e c o n s t r u c t i o n  o p e r a t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  b l o c k  f o r m ,  T h e  i n p u t  

i s  t r a n s f o r m e d  a n d  i s  s e p a r a t e d  b y  t h e  a n g u l a r  b a n d p a s s e s  t o  
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m u l t i p l y  c o r r e s p o n d i n g  t r a n s f e r  f u n c t i o n s ,  T h e  r e s u l t  i s  

summed a n d  F o u r i e r  t r a n s f o r m e d  t o  g i v e  a n  i n v e r t e d  v e r s i o n  s f  

t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  o n  t h e  o u t p u t ,  

I n  o r i g i n a l  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  c o n s i d e r a -  

t i o n s ,  t h e  i n p u t  p l a n e  w a s  d i v i d e d  i n t o  i s o p l a n a t i c  p a t c h e s  o f  

n o n - o v e r l a p p i n g  u n i t  h e i g h t  r e c t a n g u l a r  p u l s e s ,  T h e s e  p a t c h e s  

may b e  t h o u g h t  o f  a s  c o n s t i t u t i n g  a  b l o c k  o r t h o g o n a l  b a s i s  s e t ,  

T h a t  i s  

w h e r e  #i ( % )  ; ; 2 n, m r e f e r s  t o  t h e  r e g i o n  c o v e r e d  

b y  t h e  iG i s o p l a n a t i c  p a t c h ,  

The  i n p u t  f u n c t i o n  w a s  t h e n  e x p r e s s e d  i n  terms o f  t h e  i - e c t  

f u n G t i o n s  F 3 - 7 ~ 1 , E a c h  r e s u l t i n g  b l o c k  o r t h o g o n a l  f u n c t i o n  w a s  

c o n v o l v e d  w i t h  i t s  c o r r e s p o n d i n g  l i n e  s p r e a d  f u n c t i o n  a n d  t h e n  

a l l  r e s u l t i n g  f u n c t i o n s  w e r e  a d d e d  t o g e t h e r  t o  y i e l d  t h e  p i e c e -  

w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  r e c o r d e d  s y s t e m "  o u t p u t ,  

A r e - e x a m i n a t i o n  o f  F i g ,  4 3  w i l l  s h o w  t h a t  t h i s  i s  n o t  t h e  

c a s e  i n  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  i m p l e m e n t a t i o n ,  The  o p e r a t i o n  o f  

s e p a r a t i n g  t h e  i s o p l a n a t i c  r e g i o n s  i s  d o n e  i n  t h e  F o u r i e r  p l a n e ,  

T h i s  i s  v a l i d  d u e  La t h e  m a p p i n g  o f  t h e  b l o c k  o r t h o g o n a l  i n p u t  

r e g i o n s  i n t o  b l o c k  o r t h o g o n a l  a n g u l a r  i n t e r v a l s  u p o n  F o u r i e r  

t r a n s f o r m a t i o n ,  T h i s  p r o c e s s  i s  i l l u s t r a t e d  i n  F i g ,  4 4  a n d  w a s  

e s s e n t i a l l y  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y  u n d e r  a n g u l a r  i n t e r v a l s ,  E a c h  

p a t c h  t r a n s f o r m  i s  s e l e c t i v e l y  m u l t i p l i e d  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  





t r a n s f o r m  f u n c t i o n  i n  t h e  a l i g n e d  a n g u l a r  b a n d p a s s ,  A l l  p r o -  

c e s s e d  p a t c h e s  a r e  t h e n  summed a n d  r e - i m a g e d ,  

T h e  m o s t  p r o b a b l e  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  a n g u l a r  b a n d p a s s  i s  

i n d i v i d u a l  p r o c e s s i n g  o f  e a c h  i s o p l a n a t i c  p a t c h ,  A g e n e r a l  

b l o c k  d i a g r a m  o f  s u c h  a  p r o c e s s  i s  o f f e r e d  i n  F i g ,  4 5 ,  T h e  

i n p u t  f u n c t i o n  i s  d i v i d e d  i n t o  i s a p l a n a t i c  r e g i o n s ,  F o u r i e r  

t r a n s f o r m e d  i n  some  m a n n e r ,  m u l t i p l i e d  b y  a  c o r r e s p o n d i n g  

t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x p r e s s i o n ,  summed,  a n d  i n v e r s e  t r a n s f o r m e d ,  

The  i n v e r s e  t r a n s f o r m a t i o n  may p o s s i b l y  b e  d o n e  i n  e a c h  c h a n n e l  

b e f o r e  f i n a l  s u m m a t i o n ,  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  m o d e l ,  One c a n  

v i s u a l i z e  a  c o m p l i c a t e d  o p t i c a l  a p p a r a t u s  b y  w h i c h  t h e  p a t c h e s  

m i g h t  b e  s e p a r a t e d  Lo b e  i n d i v i d u a l l y  p r o c e s s e d ,  

% I  F l y "  e y e  l e n s  s y s t e m  r e c o r d i n g  

A m a t r i x  o f  i d e n t i c a l  l e n s l e t s  i s  a p p r o p r i a t e l y  c a l l e d  

t h e  f l y ' s  e y e  l e n s  a n d  h a s  f o u n d  u s e  p r i m a r i l y  i n  t h r e e  d i m e n -  

s i o n a l  i m a g e  s y n t h e s i s  a n d  o p t i c a l  c o m p u t i n g ,  

C o n s i d e r  F i g ,  4 6 a  i n  w h i c h  a t r a n s m i t t a n c e  g ( x )  i s  

p l a c e d  i n  t h e  f r o n t  f o c a l  p l a n e  o f  a  f l y "  e y e  l e n s  a n d  a s s u m e  

t h e  nr;h i s o p l a n a t i c  p a t c h  i s  a l i g n e d  w i t h  t h e  n t h  l e n s l e t ,  T h e  

b a c k  f o c a l  p l a n e  e s s e n t i a l l y  s e e s  

T h e  f u r t h e r  a s s u m p t i o n  i s  made t h a t  e a c h  t r a n s f e r  f u n c t i o n  i s  

" e s s e n t i a l l y  b a n d  l i m i t e d t '  t o  t h e  i n t e r v a l  







A p r o b l e m  a r i s e s  i m m e d i a t e l y ,  E a c h  p a t c h  w i l l  b e  i n -  

v e r t e d  o n  r e - i m a g i n g ,  T h i s  m i g h t  b e  o v e r c o m e  b y  t h e  c o n -  

f i g u r a t i o n  i n  F i g ,  4 6 b  w h e r e  t h r e e  i d e n t i c a l  f l y b e y e  l e n s e s  

a r e  c a s c a d e d ,  The b a c k  f o c a l  p l a n e  now s e e s  

F o r  a n y  r e c o n s t r u c t i o n  s c h e m e ,  o n e  w o u l d  e x p e c t  t h e  

n s  i s o p l a n a t i c  s p e c t r u m  t o  m u l t i p l y  a  t r a n s f e r  f u n c t i o n  e x -  

p r e s s i o n  c o n t a i n i n g  H n f  - f x - f n l  g i v i n g  s o m e t h i n g  a k i n  t o  

A p r o b l e m  now a r i s e s  w h i c h  i s  p r e s e n t l y  u n s o l v e d  b y  t h e  

a u t h o r  f o r  t h e  g e n e r a l  c a s e ,  T h a t  p r o b l e m  i s  r e - i m a g i n g ,  

N o t e  f i r s t  t h a t  r e - i m a g i n g  b y  a  f l y ?  e y e  l e n s  f o r  t h e  

g e n e r a l  c a s e  w o u l d  n o t  b e  p e r m i s s i b l e ,  i n  t h a t  o n e  i s  n o t  

a s s u r e d  o f  a d e q u a t e  s e p a r a t i o n  o f  e a c h  p r o c e s s e d  p a t c h ,  F o r  

e x a m p l e ,  c o n s i d e r  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r "  p i e c e w i s e  i s o p l a n t i c  

a p p r o x i m a t i o n  k3-1110. E a c h  p a t c h  e s s e n t i a l l y  maps  i n t o  a  

w e i g h t e d  p l a n e  wave  w h i c h  c o m p l e t e l y  c o v e r s  a n y  p r e - i m a g i n g  

f l y ' s  e y e  e l e m e n t ,  

T h i s ,  t h e n ,  s u g g e s t s  e m p l o y m e n t  o f  a c o n v e n t i s n a P  l e n s  

f o r  r e - i m a g i n g ,  N o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  

( 4 - Q S )  g i v e s  



To i n t r o d u c e  t h e  s h i f t  c o n t a i n e d  i n  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

a p p r o x i m a t i o n  0 3 - 7 7 8  w e  n e e d  t o  c o n v o l v e  w i t h  6 (x-x , )  t o  g i v e  

The r e - i m a g i n g  p r o b l e m  l i e s  i n  e l i m i n a t i o n  o f  t h e  p h a s e  l e r m s ,  

T h i s  m i g h t  b e  a c c o m p l i s h e d  b y  a n  o p t i c a l  c o n f i g u r a t i o n  w h i c h  

w o u l d  h a v e  t h e  r e - i m a g i n g  l e n s  s e e  a l l  t h e  w a v e f o r m s  s h i f t e d  

t o  t h e  o r i g i n  i n  i t s  f r o n t  f o c a l  p l a n e ,  N o t e ,  i n t e r e s t i n g l y ,  

t h e  u n w a n t e d  p h a s e  t e r m  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  c o n j u g a t e  l i n e  

s p r e a d  f u n c t i o n  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r  [ 6 3 - 5 8 g ,  

2 )  F l y ' s  e y e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  m a g n i f j e r  

A l t h o u g h  n o  d e s c r i p t i v e  t h e o r y  h a s  b e e n  d e r i v e d  b y  t h e  

a u t h o r  f o r  g e n e r a l  s y s t e m  r e c o r d i n g  t h e  f l y ' s  e y e  l e n s ,  s u c -  

c e s s  i n  p r o d u c i n g  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  f o r  

t h e  s i m p l e  m a g n i f i e r  w a s  a c c o m p l i s h e d  e m p l o y i n g  f l y "  e y e  

t e c h n i q u e s .  T h e  s y s t e m  r e c o r d i n g ,  a s  p i c t u r e d  i n  F i g ,  4 7 a ,  

a r i s e s  d i r e c t l y  f r o m  t h e  r e f l e c t i o n  a n a l o g y ,  

W i t h  r e f e r e n c e  t o  F i g ,  4 7 a  a n  e q u  i l a t e r a l  t r i a n g l e  w a s  

p l a c e d  a t  a  d i s t a n c e  d f r o m  a  p h o t o g r a p h i c  p l a t e ,  T h r e e  s e p a r -  

a t e  e x p o s u r e s  w e r e  t a k e n  o f  a  beam a l i g n e d  w i t h  e a c h  o f  t h e  

v e r t i c e s  a n d  t h e  h o l o g r a m ' s  m i d p o i n t  ( p o i n t  d l ,  The  p l a n a r  

r e f e r e n c e  beam w a s  t h e  s a m e  i n  e a c h  c a s e ,  

O n c e  d e v e l o p e d ,  t h e  t h r e e  h o l o g r a m s  w e r e  c u t  a n d  a r r a n g e d  

a s  i n  F i g ,  4 7 b ,  T h e  r e c o n s t r u c t i o n  g e o m e t r y  i n  F i g ,  47c  c o n -  

s i s t s  o f  p l a n e  w a v e  i l l u m i n a t i o n  o f  e a c h  h o l o g r a m  w i t h  a  n o r m a l  

p l a n e  w a v e ,  w h i c h  i s  t h e  e q u i v a l e n t  o f  p l a c i n g  p o i n t  s o u r c e s  i n  





a 1 Recording ~eornctry 

d) Photaiy-aph o f  output of "magnified" points 
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t h e  f r o n t  f o c a l  p l a n e  a l i g n e d  w i t h  e a c h  o f  t h e  F o u r i e r  t r a n s -  

f o r m i n g  f l y ' s  e y e  X e n s l e t s ,  The  r e s u l t i n g  d i f f r a c t e d  w a v e -  

f o r m s  w e r e  r e - i m a g e d  b y  a  s i n g l e  l e n s  a n d  p h o t o g r a p h e d  r e s u l t -  

i n g  i n  F i g .  4 7 c ,  

N o t e  t h a t ,  i n  t h i s  p a r t i c u l a r  s c h e m e ,  n o  i n v e r s i o n  

p r o b l e m s  w e r e  e n c o u n t e r e d  d u e  t o  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  t h r e e  

d i f f r a c t e d  b e a m s ,  a s  s h o w n  i n  4 7 b ,  

V ,  C o n c l u s i o n s  

To t h i s  a u t h o r "  m i n d ,  e m p l o y m e n t  o f  t h e  e x t i n c t i o n  a n g l e  

o f  t h e  " ' m i c r o s c o p i c a l l y "  t h i c k  h o l o g r a m  f o r  s y s t e m  r e c o r d i n g  

l e a v e s  much t o  b e  d e s i r e d  d u e  t o  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n s :  

1) T h e  s i n c  f u n c t i o n "  p o o r  m i m i c  o f  t h e  i d e a l  r e c t a n g u l a r  

a n g u l a r  b a n d p a s s ,  

2 )  T h e  u n d e s i r e d  d i f f r a c t i o n  P r o m  t h i s  s i n e  f u n c t i o n s  

m i n o r  l o b e s ,  T h i s  c o n s t i t u t e s  u n w a n t e d  c r o s s - t a l k ,  

3 )  T h e  c o m p l e t e  d i c t a t i o n  o f  t h e  e m u l s i o n  t h i c k n e s s  o n  

t h e  i s o p l a n a t i ~  p a t c h  c a l i b r a t i o n  o n  t h e  i n p u t  p l a n e ,  

4 )  T h e  l i m i t a t i o n s  w h i c h  m u s t  b e  made  o n  t h e  a n g u l a r  

i n t e r v a l s  o f  r e c o r d e d  t r a n s f e r  f u n e l i o n s ,  ( e , g ,  

t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m e r ) ,  

5 )  D i s t o r t i o n  a r i s i n g  f r o m  r e c o n s t r u c t i o n  o f  a  h o l o g r a m  

when  r e c o r d e d  w i t h  s t e e p  r a y s ,  ( S e e  a p p e n d i x ) ,  

A l l  b u t  t h e  l a s t  o f  t h e s e  r e a s o n s  h a v e  n o  p r o p o s e d  m e t h o d  

o f  r e c o n c i l l T 8 t i o n .  A l l  b u t  t h e  l a s t ,  h o w e v e r ,  may b e  a v o i d e d  

b y  e m p l o y m e n t  o f  a  m a c r o s c o p i c a l l y  t h i c k  h o l o g r a m ,  b u t  a  new 

p r o b l e m  a r i s e s  f r o m  t h e  l o w  p a s s  f i l t e r  g e n e r a t e d ,  As p r e -  



v i s a s l y  s t a l e d ,  t h i s  l a t t e r  s o l u t i o n  i s  i n  n e e d  o f  f u r t h e r  

e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n .  

On t h e  m o r e  s u c c e s s f u l  s i d e ,  t h e  p r o p o s i t i o n  o f  r e c o r d -  

i n g  a  l i n e a r  s y s t e m  h a s  b e e n  t h o r o u g h l y  i n v e s t i g a t e d ,  T h e  

f o r m u l a t e d  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n  may b e  e m p l o y e d  

t o  d e t e r m i n e  t h e  c o n s e q u e n c e s  o f  d i v i s i o n  o f  a  s p a c e  v a r i a n t  

s y s t e m  i n t o  a  n u m b e r  o f  i s o p l a n a t i c  s y s t e m s ,  F o u n d a t i o n s  f o r  

s y s t e m  r e c o r d i n g  s c h e m e s  e m p l o y i n g  d i f f r a c t i o n  e f f i c i e n c y  

h a v e  b e e n  m a d e ,  S u f f i c i e n t  a n d  n e c e s s a r y  c r i t e r i a  f o r  p i e c e -  

w i s e  i s o p l a n a t i c  s y s t e m  r e c o r d i n g  b y  a n y  o t h e r  m e t h o d  i s  a l s o  

o f f e r e d ,  

F u t u r e  t h e o r e t i c a l  w o r k  m i g h t  i n c l u d e  a  c l o s e r  i n s p e c t i o n  

o f  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  a l i n e a r  o p t i c a l  s y s t e m "  d e g r e e  

o f  s p a c e  v a r i a n c e  a n d a s y m p t o t i c  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  p i e c e w i s e  

i s o p l a n a t i c  a p p r o x i m a t i o n *  O n c e  f o r m u E a t e d ,  t h e  r e l a t i o n s h i p  

m i g h t  b e  a p p l i e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  o p t i m a l  i s o p l a n a t i c  p a t c h  

c a l i b r a t i o n  f o r  a  g i v e n  s y s t e m ,  

L i n e a r  s y s t e m  n o t i o n s  h e r e i n  a r e  o b v i o u s l y  n o t  r e s t r i c t e d  

t o  o p t i c s .  T h e y  may b e  a p p l i e d  t o  a n y  l i n e a r  s y s t e m  w i t h  

a p p r o p r i a t e  c h a n g e s  i n  t e r m i n o l o g y ,  A l s o ,  a p p l i c a t i o n s  t o  i n -  

v a r i a n t  s y n t h e s i s  o f  v a r i a n t  s y s t e m s  a r e  o b v i o u s ,  



V ,  A p p e n d i x  

A 3  D i s t o r t i o n  

A m o s t  w o r r i s o m e  e n c o u n t e r  i n  a t t e m p t s  a t  i m p l e m e n t a t i o n  

o f  s y s t e m  r e c o r d i n g  w a s  d i s t o r t i o n  o f  d i f f r a c t e d  w a v e f o r m s ,  

An i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  f i l m "  c o n t r i b u t i o n  t o  t h i s  d i s t o r t i o n  

h a s  b e e n  p r e s e n t e d  b y  M c C a u l e y ,  S i m p s o n  a n d  M u r b a c h  '26) a f t e r  

t h e  r a y  t r a c i n g  p r e d i c t i o n s  o f  L a t t a  ( 2 7 1  

The  d i s t o r t i o n  f r o m  a b i n a r y  g r a t i n g  f o r m e d  f r o m  p l a n e  

w a v e s  p r o p a g a t i n g  a t  70° a n d  2 1 5 O  w e r e  r e c o r d e d ,  T h e  d i f -  

f r a c t e d  w a v e f o r m s  a r e  p i c t u r e d  i n  t h e  f i g u r e s  b e l o w  a s  a 

f u n c t i o n  o f  r e c o n s t r u c t i o n  a n g l e ,  T h e s e  i m a g e s  d i f f r a c t e d  a t  

n e a r l y  a  r i g h t  a n g l e  f r o m  t h e  h o l o g r a m  n o r m a l  a n d  f e l l  i n  t h e  

s a m e  x - z  p l a n e  a s  t h a t  d e f i n e d  b y  t h e  r e c o r d i n g  b e a m s ,  N o t e  

t h e  e l o n g a t i o n  o f  t h e  c i r c u l a r  i n p u t  t o  t h e  l e f t  o f  t h e  70° 

" b i a s "  a n d  t h e  c o n s t r i c t i o n  La t h e  r i g h t ,  

A r a t h e r  a m u s i n g ,  y e t  e f f e c t i v e  p r o p o s a l  t o  e l i m i n a t e  

t h i s  t y p e  o f  d i s t o r t i o n  i s  a p p l i c a t i o n  o f  a n  i n v e r s e l y  d i s -  

t o r t e d  i n p u t ,  F o r  e x a m p l e ,  a n  e l o n g a t e d  e l l i p s o i d  o u t p u t  

w o u l d  o b t a i n  t h e  d e s i r e d  c i r c u l a r  n a t u r e  i f  o n e  c h o s e  a n  

a p p r o p r i a t e l y  c o n s t r i c t e d  e l l i p s o i d  f o r  a n  i n p u t ,  

The  d i s t o r t i o n s  f r o m  t h e  s i n u s o i d a l  g r a t i n g  s e e m i n g l y  

b e c o m e  m o r e  p r o n o u n c e d  a s  s t e e p e r  r e c o r d i n g  p l a n e  w a v e s  a r e  

e m p l o y e d ,  





- " ::, * . D i s t o r t i o n  f r o m  dif::'rac-i;cd 
waveforms -frol-n a 5 i . n ~ i . r ~ ~  L. :~r ' a t ing  , as a 
function o f  r e c o n s t r u e - t i o r i  :3.nci;le, 



B l  F o r t r a n  g e n e r a t i o n  o f  e x t i n c t i o n  a n g l e  d a t a  

O f f e r e d  h e r e  i s  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m  b y  w h i c h  t h e  e x t i n c -  

t i o n  a n g l e  c u r v e s  o f  F i g ,  20 f r o m  4 2 - 1 8 7 )  w e r e  g e n e r a t e d ,  

C a r e  h a s  b e e n  t a k e n  t o  a l l o w  d a t a  t o  b e  g e n e r a t e d  f r o m  a n y  

s e t  o f  s y s t e m  p a r a m e t e r s  ( h a .  t t  n l  a n d  o v e r  a n y  a n g u l a r  

i n t e r v a l  d e s i r e d ,  T h e  c o m m e n t s  a r e  h o p e d  t o  s u f f i c e  f o r  

e x p l a n a t i o n  o f  t h e  p r o g r a m ' s  w o r k i n g s .  ( h a  i s  r e a d  i n  a n g -  

s t r o m s ,  a n d  t in. m i c r o m e t e r s , )  

6 )  F o r t r a n  g e n e r a t i o n  o f  t h e  p i e c e w i s e  i s o p l a n a t i c  

a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  F o u r i e r  t r a n s f o r m  o f  a p u l s e  

T h i s  p r o g r a m  w a s  u s e d  t o  g e n e r a t e  d a t a  f o r  F i g ,  2 3  f r o m  

( 3 - P O 8 1 ,  

D l  P h o t o g r a p h i c  d e v e l o p m e n t  o f  h o l o g r a m s  

A X 9  h o l o g r a m s  m a d e  i n  t h i s  r e p o r t  w e r e  e x p o s e d  o n  Kodak  

649F e m u l s i o n  e m p l o y i n g  a  h e l i u m  n e o n  l a s e r  ( A a  = 6328/13 .  

F i l m  d e v e l o p i n g  w a s  d o n e  a s  f o l l o w s :  

1) 6 m i n u t e s  i n  Kodak  D - 1 9  d e v e l o p e r ,  

2 )  % m i n u t e  i n  K s d a k  i n d i c a t o r  s t o p  b a t h ,  

3 )  2  m i n u t e s  i n  Kodak  f i x e r ,  

4 )  10 m i n u t e  r i n s e  i n  t a p  w a t e r ,  

When n e c e s s a r y ,  t h e  h o l o g r a m  w a s  b l e a c h e d  t o  d e c r e a s e  

a t t e n u a t i o n  o f  t h e  d i f f r a c t e d  w a v e ,  



8)  s x T l N C 5 1 0 N  A N G L E  

PI:UGKJ'AM XTrdK  ( I N P U T  ,UUTPUTpTnPE2=INPUTyTAPE5=OUTPUT 1 
R E A L  U Y L A M A ,  L K y t + ; d ,  LC', M O  - 

C e . - E X 1 I N C T I U N  ANGLE L U R V t S  F R O M  E X T k R N A L  P A K A M A T E K S  ---TTq- -P" ur"-.-- - - - -- -- - - - - - - - -l_____--l_ 

i, .  . . 
C S Y S T E M  P h d i \ M A T E R 3 .  , & = R E F R A C T  rVE I N D E X , ,  T z E M U L S  I U N  T H I C K N E S S  
L 1 4  IJiICtIIIIIt 7 t R S , . L A M A = L A S E R  W A V E L E N G T H  I N  A I K  

K A l l ( ?  f l 0 ) i d v  f y L A t A A  

c I 1 c 4b I I k r t J T I ( 1 N  I ' A K A M A T E R S  ( R E F  A h 0  13&J 6 E A M S )  
2 i i t L  A Y G L t S  11'4 b t b k E E S  - - - - - - -. - - - - - -  - - 

l . l t 4 i S ( 2 , 1 1  1 T I 1 1  A - ? ( l ) C L K  , iVd  
KtA0(2tll)THrAL),DELUpNO 

L.  a . U A T A  C C l i Q E  
h g k < I T r ( 5 , 1 Z ) N , T , L A i ' " l A  
W G I  T ~ ( S ~ ~ ~ ) N Y , U ~ ~ K ~ T ~ - I T A ~ ~ , N U ~ D E L O ~ T H I A O  

ie..USEFUL C O N S T A N T S  
P r = T - - - *  bTAtd (-I - - I-_-__ ---I_.I__- __ I_ -- 

KTU=LROI/PI 
L J T S = P I / 1 8 U .  
t - f - = L A M A * 0 , 0 0 0 1 / T  
T t i  T A  I = T t H T A U  

L a K t  F t K t N C E  A I ~ G L E  L O O P  --- -- 
!3ii771--NIJR= 1 ,  NK 

- - --- -- - -- - -- -- *- -- -- -------- 

b , i i i T t ( 5 , 1 4 ) N N K P T I i T A R  
! l K = S I N ( T I i T A K * D T R )  
L K = b W K T  ( N % N - h K * M ? )  

i, . , Ob JEC I A N G L E  LGUP 
0 0  8 N N O = l t N U  

- " T i T = S I T I T F I T  A O + O T R  I - -- 
LU= S O R T  (N*I \ -MUaMU 
I F  ( LU*MK-MP*LR ) 2 r 4 1 I 

4 h X I  r r : ( 5 , 1 7 1  
(;cl 10  3 

- -- 2 tnT=(FF*LO/(LO*MR-MO*LR))*RTD + 

- - -- ---- - - - - - - - - -- - - -- 
T I  F - T E X T Z 3 6 O  a 17 7 6 , b  

----I 

6 t X T = E X T - 3 6 0 ,  
G o  TO 5 

7 WIII T E ( 5 ,  1 5 ) T t i T A b p E X T  
3 T H T A U = T I i T A O + D E L U  
8 C O l d T I i V L J E  

- -- ---" - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
TTdTAU=TI-ITA 1- 
I i i T A t i =  T t i T A K + D F L i i  

9 C O ~ U T I N U E  
S T U P  

1 0  F i i i < r * A T ( 3 F l 0 . 5 )  

-- 
ll t Z l J 9 t . i A 1  ( Z F 1 0 - 4 7  1 3 )  
7 2 F i j i l T h B A T (  V S Y T  PhRAMEIERSr ?,/ R C F R A C T I V E  I N D E X = ' P F F ~ ~ ~ ~ / ,  ' - -  EMU- 

1 L : i I l 1 <  T ~ ~ I C K N ~ S S = ~ F ~ O . ~ ~ ~ I I C K O M E T ~ K S \ / ~ V A A V E L E N G T H = ~ ~ F ~ ~ ~ ~ ~  
2 \ \ N G ~ T R U P I ~  1 

1 3  F - U K P i A T ( / t Z X I I S , '  i i E F C K E N C E  A Q G L E  I T E R A T I O N S  CIF \ F l 0 e 6 t 8  D E G R E E S  F 
3f<!li,1 % ,FlO,h t V I ) C I ; K E E S  5 / 2X 15, ' O t i J F C T  A N G L E  I T E R A T I O N S  O F  ' 7  

4 F 1 0 . 6 ,  9 t G 1 4 t . t . S  F I < G F ~  ' pFLO.6, 9 E G f 4 k k S B  
---14-FOIIIII=IT(///,"UFiVE ' ~ , 5 5 ' ~ T ! i T A R = \ , 1 0 . 6 , '  D E G R E E S % / ~ ~ X X , ~ T W A Q ' ~ - - - - -  

5 l 1 X y 8 X T ? J K '  1 
15 T r i K l ~ i A T ( 2 ( 5 X v r l O ~ t ) )  1 
1 7  F [ ~ ~ ~ ~ A T ( ~ * ~ * ~ O , ~ * * * * * * * * * ~ I N F I N I T E * * Q ~ * ~ ~  

E fd il 





/ /  JCB T 3 8 4  31131 ROBERT J e  MARKS T I  
*LIPITS TbOIF4 
/ /  FLKTRAk MAINLINE PKCGKAP 
GLIST SCURCE P K U G R A P  - - -- 
*lCCS(1403 PRlNTEKyCAKD) 

KfAL L.APFvh 
PI=4.*ATAN(I.) 

C GENtRArION OF TBE PIFCEWISE ISCPLANATIC APPROXIMATED OUTPUT OF A 
C FCLJKIER TKANSFGRPEK WITH AN INPUT CF RECT(X/2Ale THE TRUE OUTPUT 
C IS 2AaSINC (2AX/LAPFl - -- -- - 
C SYSTEM CONSTANTS 
C A =HALF kIDTH CF PLLSE INPUT 
C LAVF=hAVELfNGTH-FOCAL LENGTH P R G C U C P  

READ ( 2  9 10 A 9 LAVF 
C PROGRAM PARAMETERS 
C NK =NUMBER CF FITS DESIRED 
C NIT=I\UMUER CF ITERAT ICIYS 
C O X  =ITtKATItiK LEAGTH 

READ(L,11)UXvNIT,NK 
C PARAMCTEY ECHCE 

W K I T E ( 5 ~ 1 2 ) A ~ L A P F , R K p N 1 I v C X  
C h K 8 T H  APPROXlP'ATIGN LCOP - - 

DL 4 NNz19NK 
C THERE ARE 2K+1 ISOPLANATIC PATCHES 

RFA0(2,13)K 
hKITE(5rl4)NhyK 

C GELX=MALF WIOTti CF EACH ISOPLANATIC PATCh 
DELA=A/(2.*FLOAT(K)+ar) 
X=O. 

C CCFJPUTATICh CF GCUT AT X 
DC 9 NhN=lpNIT 
SLI"I=I. 

C S L J ~ ~ P A T I O N  OF ThE K TERMS G F  GCUT AT X 
D C  8 NNkN=lpK 
N=FLOAT(NNNN) 
TEKP=~.*SIN(~.*PI*N*DELXQDELX/LAMFIQCOS(~~*PI*N*DELX*X/LAMF)/ 

1(4,*PI*h*UELX*DELX/LAPF) 
SUP=SUP+TEKbl 

8 CCNl INUE 
GCUT=2.*DELXaSUP 
hKITE(5t151XvGCUY 
x=x+ox 

9 CUNTINUE t 

STOP 
10 FCRPAT(2F10.4) 
11 FCKPAT(FlOe4,1595XpI5) 
12 FCRPAT( "IIdPUT ECHCE"' HALF PULSE WIDIH=\F5,39/2X'FOCAl LENGTH- 

IhAVELEhGTH PkODUCT=\E10,4,/2Xp159' CUTPUT DATA G R O U P S V / X + 1 5 ,  



H A L F  P U L S E  WILlTH=1,000 

D A T A  G i i O U P  1r K =  1 
X G C U T  
0*000000 1 * 607088 
0*1000G0 -- 1.525784- - - - - - -  -- . - 
0.2000UO 1,295932 
0*300000 0,957273 
0,399999 0,568366 
Oe4Y99Y9 0,196456 
0.599999 -0,094149 
0,699999 -0,253204- - - - -  - 
0.799999 -0,253205 
0,059999 -0,094152 
0.9'39999 0.196452 
1 .a99999 0.568361 
1 199999 0.957268 

" 1e2'39999 1,295928 - - 
1,399999 1.525782 
1,439999 1,607088 
1 553998 1,525707 
1,699998 1,295936 
.Is799998 0.957279 
1 .H99998 0 * 568373 
1 * 999998 0,196463 
2,099998 -0.094145 
2.199998 -0.253202 
2,2'34'998 -0.253206 
2,399998 -0,094 156 
2,499998 0.196446 
2.599998 0,568354 
2 6S9997 00957261 
2.799997 1,295922 
2.899997 1.525779 
2,999997 1.607088 

L A T A  G K O U P  29 K =  2 
X G O U T  

0.0UOOOO 1.838628 
0-10COOO 1.731431 
LI.Zi'C0GC 1.431913 
C. 33COCC 1.0C1114 
c1,399999 C,524759 
0,499999 0.093360 
0.595999 -0.218451 
0-659999 -0.368383 
0,799999 -C.354741 
0.8'39999 
r r?R^r,- 

-0,214636 
- 0  n ~ ~ / - r  
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APPOINTMENT OF FINAL EXAMlNA"B0N COMMI"BEE 
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..... ..... & Thesis Titie ..~.e\~.4r.e.phi~i..-k~~.~:~.Y~~~3~.bbbbb~f ? ..er ~..1,.0\.1......5.~ g .~ . " i  i!%~...i.~ hf' 
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I .  EXAMlNATlON COMMITTEE 

It i s  requested that the following committee be appointed to conduct the final examination 0% the 
student named above. 

0 Mr; \e ................................................................ Requested by ........... xu: ...........- .......................... AppmvecB by 
Major Professor Dept. Chairman 

!I .  FINAL EXAMlNAllOPJl REPORT 

Passed 

Failed 
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.................................................................... 
Note: When the report is complete, the Chairman OF the Examining Committee should send this form 

to the Director of Graduate Studies. Copies will be  returned to the Chairman of the Advisory 
Committee, Department Chairman, and student, 
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